Paralelismo entre planos

| MODULO 4 - AULA 19

Aula 19 — Paralelismo entre planos

Objetivos

e Identificar paralelismo entre planos.

Introducao

Na aula anterior vimos os conceitos de paralelismo
entre retas e paralelismo entre reta e plano no espaco.
Nesta aula veremos o conceito de paralelismo entre pla-
nos.

Definicao 1
Dois planos sao chamados paralelos se eles nao se inter-

sectam.

Em geral, o forro do teto e o piso de um quarto dao
uma boa idéia do paralelismo entre planos (mas nao em
algumas casas que tém o forro “inclinado”). Duas pare-
des opostas de um quarto também costumam dar uma
idéia de planos paralelos (a nao ser quando sao “tortas”
ou “convergentes” como alguns chamam). Podemos ima-
ginar o prolongamento dessas paredes infinitamente, em
todas as direcoes, para nos convencer de que elas nao

devem se encontrar em nenhum ponto.
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A seguinte proposicao fornece um critério para o pa-
ralelismo entre planos:
Proposicao 1
Se um plano é paralelo a duas retas concorrentes de outro

plano, entao esses planos sao paralelos.
Demonstracao.

Suponha que o plano « seja paralelo as retas concor-
rentes 7 e s contidas no plano 5. Queremos provar que

a e (B sao paralelos. Vamos provar isso por contradicao.

Suponha que « e 8 nao sejam paralelos. Como « e (3
sao distintos (por qué?), a intersecao entre o e § é uma
reta, que chamaremos t (veja a Figura 19.1). Como r
e s sao paralelas a a, e t C «, temos que r Nt = () e
sNt=10. Comor, setestaoem (3, segue que r e s S0

paralelas a t.

Como r e s tém um ponto em comum (pois sao con-
correntes), ha duas retas paralelas a t passando por um
mesmo ponto, o que é um absurdo. Portanto a e 8 sao

paralelos.

QE.D.
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Figura 19.1: Prova da proposicao 7.

Observe que a proposicao que acabamos de provar
nao seria verdadeira sem a palavra “concorrentes” em
seu enunciado. Um plano pode ser paralelo a duas retas
nao concorrentes de outro plano e nao ser paralelo a esse

plano. Veja um exemplo na Figura 19.2.
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r/
s/

Figura 19.2: 7 ¢ § paralelas a a.

Usaremos o simbolo // para indicar o paralelismo
entre retas, entre reta e plano e entre planos no espaco.
Por exemplo, para indicar que as retas r e s sao paralelas,
a reta r é paralela ao plano a e os planos o e § sao

paralelos; escreveremos simplesmente r/ /s, r//aea/ /5.

O quinto postulado de Euclides afirma que, por um
ponto fora de uma reta, passa uma tnica reta paralela a
reta dada. Vamos ver agora uma versao para planos desse
enunciado, que ¢ o conteudo da proposicao a seguir.
Proposicao 2
Por um ponto fora de um plano passa um unico plano

paralelo ao plano dado.
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Demonstracao.

Primeiro vamos mostrar que existe um tal plano, e

depois mostraremos que € o Unico.

Considere um plano a e um ponto P fora dele. Tome
duas retas concorrentes 7 e s em «. Ja sabemos que
existe uma tnica reta v’ paralela a r passando por P e
uma unica reta s’ paralela a s passando por P. As retas
r’ e s’ sao concorrentes no ponto P. Seja 3 o plano que

contém 1’ e ' (veja a Figura 19.3).

Figura 19.3: Prova da proposicao 8.

A reta r' é paralela a r C «, logo 1’/ /a. Do mesmo
modo, s'//a. Pela iltima proposi¢ao que provamos, po-

demos concluir que o/ /5.
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A proposicao
8 pode ser
vista como
uma “versao
para planos”
do quinto
postulado de
Euclides,
porém nao ¢é
necessario
coloca-la
COIMO axioma,
pois ela pode
ser provada
usando os
resultados

anteriores.
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Resta agora provar que nao existem outros planos
paralelos a a passando por P. Vamos fazer a prova disso
por contradicdo. Suponhamos que exista outro plano 5
paralelo a o, passando por P. Como [ e (' sao distintos
e tem o ponto P em comum, a intersecao entre os dois ¢é

uma reta, que chamaremos de ¢.

Considere no plano oe uma reta ¢ que nao seja paralela

a t, e seja vy o Unico plano contendo ¢ e P, como na
Figura 19.4.

/a /

Figura 19.4: Prova da unicidade do plano paralelo

Sejam u = yN G eu =N . Temos que as re-
tas u e ¥/ nao intersectam o plano «, pois estao contidas

em planos paralelos a . Logo u e v também nao in-
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tersectam ¢, porque ¢ C «. Como u e ¢ estao no plano
v e nao se intersectam, temos u//c. Do mesmo modo,
u'/ /e, e, como u e u passam por P, temos duas retas
distintas paralelas a ¢ passando pelo ponto P, o que é um
absurdo. Entao nao podem existir dois planos paralelos

a « passando por P.
Q.E.D.

Como consequencia da proposicao anterior, vamos
provar o fato intuitivo de que, se uma reta corta um de
dois planos paralelos, entao também corta o outro. De
fato, suponhamos que « e § sao dois planos paralelos, e
a reta r corta a no ponto A. Vamos escolher uma outra
reta, s, em «, passando por A. Seja ~y o plano que contém

r e s, como na Figura 19.5.
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Figura 19.5: ¢/ /8, 7 corta a.

A reta s é paralela a (3, pois esta em «. Se a reta r
nao cortasse (3, seria paralela a (3, e o plano 7y, que contém
r e s, pela primeira proposicao desta aula, seria também
paralelo a 3. Terfamos entao dois planos, « e y, paralelos
a 3, passando pelo ponto A. Isso nao é possivel. Logo r

corta 8. Acabamos de provar a seguinte proposicao:

Proposicao 3
Se uma reta corta um de dois planos paralelos, entao

também corta o outro.
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A proposicao a seguir também é conseqiiéncia dos re-
sultados anteriores, e sua prova sera deixada como exercicio.
Proposicao 4
Se um plano corta uma de duas retas paralelas, entao

também corta a outra.
Se uma reta

Nosso objetivo agora € mostrar que duas retas rever-
corta uma de

sas estao contidas em planos paralelos.
duas retas

Proposicao 5 paralelas no

Se r e s sao retas reversas, existem planos paralelos « e

espaco,
Btaisquer Caes Cp. podemos
Demonstracao. afirmar que

Sejam r e s retas reversas e escolha quaisquer pontos  também corta
A€ reB € s Sejar areta que passa por A e ¢  aoutra?
paralela a s, e seja s” a reta que passa por B e é paralela
a r. Chame de « 0 plano contendo r e r’, e de 8 o plano

contendo s e s’ (Figura 19.6).
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/7
7/

Figura 19.6: Planos contendo as retas reversas r e s.

Como r é paralela a reta s’ do plano 8 e r nao estd
contida em (3, pois r e s sdo reversas, tem-se r//5. Em
particular, tem-se que A ¢ 5 e que 1’ nao esta contida
em 3. Como r’ é paralela a reta s do plano 3, tem-se
r’'//B. Assim, [ é paralelo as retas concorrentes r e 1’

contidas em «, de onde se conclui que « e § sao paralelos.

Q.ED.

Considere agora dois planos paralelos a e 3, e uma
reta r que os corta. Tome dois pontos quaisquer A e B
em «, ¢ trace por eles retas paralelas a r. Chame de A’
e B’ os pontos em que essas retas cortam (3, e trace os

segmentos AB e A’B’, como na Figura 19.7.
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Figura 19.7: Planos paralelos cortados por uma reta.

Como j4A>’ e jBBb sao paralelos por construcao, o
quadrildtero ABB’A" é plano. Como o N 3 = 0, tem-
se que as retas 1@ e jl’_g’ sao paralelas (estao contidas
no plano do quadrildtero e nao se intersectam). Temos
entao que os lados opostos do quadrilatero ABB'A’ sao
paralelos, ou seja, ABB'A" ¢ um paralelogramo. Em
consequencia disso, seus lados opostos sao congruentes, o
que nos dd AA” = BB’. Esta provada entao a seguinte

pProposicao:
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Proposicao 6
Os segmentos de retas paralelas localizados entre planos

paralelos sao congruentes.

Note que provamos também que A’'B’ = AB, ou
seja, a distancia entre dois pontos de « ¢ igual a distancia
entre os pontos correspondentes em (. Essa propriedade
¢ muito importante e pode ser utilizada para mostrar que
uma figura contida em « ¢é congruente a figura correspon-
dente de 5. Em termos mais precisos, temos as seguintes
Proposicoes:
Proposicao 7
Sejam « e § planos paralelos e r uma reta que os corta.
Seja P = A1 A, ... A, um poligono convexo contido em
a, esejam Al A, ..., Al os pontos em que as retas para-
lelas a r passando, respectivamente, pelos pontos Ay, As,
..., A, cortam B. Entao P = A1 A ... Al é congruente
aP=A1A,... A,.

A Figura 19.8 ilustra um caso em que P é um

pentagono.
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Figura 19.8: Prova da proposicao 13.

Demonstracao.

Para facilitar o entendimento, faremos a prova para
o caso particular em que P é um pentdgono (ilustrado
na Figura 19.8). O caso geral é analogo. Trace as
diagonais A1 As, A1Ay, AJAL ¢ ALA), dividindo cada
pentagono em triangulos. Como a distancia entre dois
pontos de « ¢ igual a distancia entre os pontos correspon-
dentes em 3, temos que A1 Ay = A1 AL, AyAs = ALAL
e A1As = AJA5. Segue que os triangulos A; A Az e
A AL A% sao congruentes (caso L.L.L.). Da mesma forma,
prova-se que Ay AsAy = AJASA} e AjALA; = AJALAL.

Conseqiientemente, os lados e angulos internos de P sao
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congruentes aos lados e angulos internos correspondentes
de P'. Logo, P ¢ P’ sao congruentes. Q.E.D.

Deixaremos como exercicio a prova da seguinte pro-
pPOsICao:
Proposicao 8
Sejam « e 3 planos paralelos e r uma reta que os corta.
Seja I um circulo contido em «. Por cada ponto A € T’
passe uma reta paralela a r, e seja A’ o ponto em que
essa reta corta 8. Chamemos de IV o conjunto de todos
os pontos determinados dessa forma. Tem-se que IV é um

circulo de mesmo raio que I' (veja a Figura 19.9).

Figura 19.9: I" ¢ a figura de [ correspondente a I,
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Resumo
Nesta aula voce aprendeu...

e Critérios para identificar se dois planos sao paralelos.

e Resultados envolvendo paralelismo entre planos.

Exercicios

1. Prove que se dois planos sao paralelos entao todo

plano que corta um deles corta também o outro.

2. Sejam « e [ planos paralelos e » uma reta paralela

a . Prove que r C four//p.

3. (Transitividade do paralelismo de planos)
Prove que se dois planos distintos sao paralelos a um

terceiro entao eles sao paralelos entre si.

4. Seja r uma reta que corta um plano a e seja P um
ponto que nao pertence a o nem a r. Quantas retas
paralelas ao plano a passam por P e intersectam r?

Justifique sua resposta.

5. Digase cada uma das afirmacoes a seguir ¢ verdadeira

ou falsa.

- Se dois planos sao paralelos, existe uma reta de

um deles que é paralela a qualquer reta do outro.
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- Se dois planos sao paralelos, existe uma reta de
um deles que nao ¢é paralela a nenhuma reta do

outro.

- Se r e s sao reversas e P ¢ um ponto que nao
pertence a r nem a s, entao existe um tnico plano

que passa por P e é paralelo ar e a s.

- Se uma reta é paralela a dois planos distintos,

entao esses planos sao paralelos.

- Se duas retas de um plano sao, respectivamente,
paralelas a duas retas concorrentes de outro plano,

entao esses planos sao paralelos.

6. Sejam «q, an e ag tres planos paralelos e r e s retas

que os cortam. Chame de Ry, Ry e R3 os pontos
em que r corta aq, ag e ag, respectivamente, e de
S1, Sy e S3 0s pontos em que s corta ag, as e asg,

respectivamente. Prove que

m(Rle) . m(Rle) B m(RQRg)

m(5152> m(Sng) m(SQSQ,)

. Sejam 7 e s retas reversas. Prove que o conjunto dos

pontos médios de todos os segmentos que tém um

extremo em r e o outro em s ¢ um plano.

. Prove a proposicao 4: “ Se um plano corta uma de

duas retas paralelas entao corta também a outra”.
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9. Prove a proposicao 8: “ Sejam « e [ planos paralelos
e r uma reta que os corta. Seja I' um circulo contido
em «. Por cada ponto A € I" passe uma reta para-
lela a r, e seja A’ o ponto em que essa reta corta 3.
Chamemos de I o conjunto de todos os pontos de-
terminados dessa forma. Tem-se que IV é um circulo

de mesmo raio que I'. 7
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