Inscricao e circunscricao de sdlidos

Aula 32 — Inscricao e circunscricao de
solidos

Objetivos

e Identificar se determinados solidos sao ou nao ins-

critiveis.

e Identificar se determinados solidos sao ou nao cir-

cunscritiveis.

Introducao

Quando estudamos Geometria Plana, definimos poligonos
inscritiveis e poligonos circunscritiveis. Analogamente,
podemos considerar a inscricao e a circunscri¢ao de al-
guns solidos.

Definicao 1

Um poliedro esta inscrito em uma esfera se todos os seus
vértices pertencem a esfera. Nesse caso, diz-se que o po-
liedro é inscritivel. Um poliedro esta circunscrito a uma
esfera se todas as faces do poliedro sao tangentes a esfera.

Nesse caso, diz-se que o poliedro é circunscritivel.

Quando um poliedro esta inscrito em uma esfera,
diz-se também que a esfera estd circunscrita ao polie-
dro. Quando um poliedro esta circunscrito a uma esfera.,

diz-se também que a esfera esta inscrita no poliedro.
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Como exemplo de poliedro inscritivel podemos citar
os paralelepipedos retangulares. Para ver que todo pa-
ralelepipedo retangular ¢ inscritivel, lembre que as dia-
gonais de um paralelepipedo qualquer sao concorrentes
em um ponto e que esse ponto as divide ao meio. Além
disso, as diagonais de um paralelepipedo retangular tém
o mesmo comprimento. Logo, o ponto de encontro entre
elas ¢ equidistante dos vértices e a distancia entre esse
ponto e cada um dos vértices é a metade da medida de

suas diagonais.

Como v a? + b? + ¢? é a medida das diagonais de um
paralelepipedo retangular de medidas a, b e ¢, provamos

que:

Proposicao 1
Todo paralelepipedo retangular é inscritivel. Se o para-
lelpipedo retangular tem medidas a, b e ¢ entao o raio

. . a?+ b+ c?
da esfera circunscrita ¢ v 5 . Segue da pro-

posicao 8 que o raio da esfera circunscrita a um cubo de

) a\/g
aresta a € T

Uma pergunta natural que surge ¢é: todo paralelepipedo

¢ inscritivel? A proposicao a seguir diz que nao.

Proposicao 2
Todo paralelepipedo inscritivel é retangular.

Demonstracao.
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Seja ABCDEFGH um paralelepipedo inscrito em
uma esfera S. Sejam « o plano da face ABCD e C o
circulo obtido pela intersecao entre av e S. Como A, B,
C' e D pertencem a C = a NS, o paralelogramo ABC' D
estd inscrito em C. Mas pode-se provar facilmente (veja
exercicio 1 desta aula) que todo paralelogramo inscritivel
é um retangulo. Logo, aface ABC'D é um retangulo. Um
raciocinio analogo prova que as outras faces sao também
retangulos. Assim, todas as faces de ABCDEFGH
sao retangulos e, portanto, ABCDFEFGH é um parale-

lepipedo retangular.

QE.D.

Consideraremos, agora, a circunscricao de paralelepipedos.

E um fato verdadeiro, e muito facil de provar (veja exercicio

2 desta aula), que todo paralelogramo circunscritivel é um
losango. E de se esperar que valha um resultado analogo
para paralelepipedos, ou seja, que todo paralelepipedo
circunscritivel seja um romboedro (paralelepipedo que
possui todas as arestas congruentes). Mas isso nao é ver-
dade. O paralelepipedo da Figura 32.1 ¢é circunscritivel

e nao é um romboedro.

MODULO 4 -

AULA 32

CEDERJ



Inscricao e circunscricao de solidos

GEOMETRIA |
BASICA

VAN

50
2’

Figura 32.1: Paralelepipedo circunscritivel que nao ¢

um romboedro.

Deixaremos como exercicio (veja exercicio 3 desta
aula) a prova de que o paralelepipedo da Figura 32.1 é
circunscritivel.

Para paralelepipedos circunscritiveis, vale o seguinte

resultado:

Proposicao 3
As faces de um paralelepipedo circunscritivel tém a mesma

area.

A prova desta proposicao sera deixada como exercicio

(veja exercicio 4 desta aula).

Segue da proposicao anterior que um paralelepipedo

retangular circunscritivel ¢ um cubo.

Provaremos agora que todo cubo ¢ inscritivel.

Considere um cubo ABCDFGHI de aresta a. Ja
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sabemos que ele ¢ circunscritivel e que o raio da esfera

av/3

circunscrita é — Seja O o centro dessa esfera e trace
os segmentos OA, OB, OC, OD, AC e BD. Seja E o
ponto de encontro entre os segmentos AC' e BD e trace

o segmento OF (veja a Figura 32.2).

B

¢

L

Figura 32.2: F/ ¢ o ponto de encontro das diagonais da

face.

Como OA = OC e E ¢é o ponto médio de AC, se-
gue que OF ¢ perpendicular a AC'. Da mesma forma,
como OB = OD e E é o ponto médio de BD, tem-
se que OF também é perpendicular a BD. Assim, OF
¢ perpendicular a duas retas concorrentes do plano que

contém ABCD e, portanto, OFE ¢é perpendicular a face
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3
ABCD. Como OBE éretangulo em E, m(OB) = ag

e m(BE) = a\/2/2, segue do Teorema de Pitdgoras que
m(OFE) = a/2.

Esta provado que a distancia de O ao plano da face
ABCD é a/2. Damesma forma, prova-se que a distancia
de O aos planos das outras faces é também a /2. Logo, a
esfera de centro O e raio a/2 ¢é tangente a todas as faces
do cubo. Esta, entao, provado que:

Proposicao 4

Todo cubo é circunscritivel. Se a aresta do cubo € a, o

raio da esfera inscrita ¢é 5 Além disso, a esfera inscrita

tangencia o cubo no centro de cada face.

Inscricdo e circunscricao de tetraedros

Consideraremos, agora, a inscricao de tetraedros. A
proposicao a seguir sera fundamental para esse fim.
Proposicao 5

Por quatro pontos nao coplanares passa uma unica esfera

Demonstracao.

Sejam A, B , C' e D pontos que nao estao em um
mesmo plano e seja « o plano que contém B, C' e D.
Sabemos que existe um ponto £ que equidista dos pontos

B, C e D. O ponto E é precisamente o circuncentro
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do triangulo BC'D. Seja r a reta perpendicular a « e

passando por E (veja Figura 32.3).

Figura 32.3: Prova da proposicao 5.

Seja P um ponto de r. Usando o caso de congruencia
L.A.L. nos triangulos PBE, PEC e PED, podemos
provar que PB = PC = PD, ou seja, todo ponto de r
equidista de B, C' e D.

Seja B o plano perpendicular a @ e que passa pelo
ponto médio de AB. Podemos provar (veja o exercicio 5
desta aula) que g equidista de A e B, ou seja, todo ponto
de B equidista de A e B. Afirmamos que [ intersecta
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r. Provaremos essa afirmacao por contradicao. Suponha
que B e r sejam paralelos. Como rLla, tem-se B_La
(justifique!). Como @J_ﬁ e AB nio esté contida em
Q, segue que @ e o sao paralelos, o que é um absurdo,
pois B € jﬁ N «. Portanto, § intersecta r em um um
ponto @) (veja Figura 32.4).

Figura 32.4: Prova da proposicao 5.

Temos que m(QB) = m(QC) = m(QD), pois Q €
r, e m(QA) = m(QB), pois Q € 5. Logo, @ equidista
de A, B, C' e D, o que prova que a esfera centrada em
Q) e de raio m(QA) passa por A, B, C' e D. Deixaremos
como exercicio (veja exercicio 6 desta aula) a prova de

que nao existe outra esfera que passa por A, B, C' e D.
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Q.ED.

Como consequiéncia imediata da proposicao 5 temos

o seguinte corolario:

Corolario: Todo tetraedro é inscritivel.

Provaremos agora que todo tetraedro regular ¢ cir-

cunscritivel.

Seja ABC'D um tetraedro regular e seja O o centro
da esfera circunscrita. Sejam M o ponto médio de BC,
E o circuncentro de BC'D e trace AM, MD e AE (veja
Figura 32.5).

C

Figura 32.5: Prova de que todo tetraedro regular ¢ cir-

cunscritivel.
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Note que ' € M D, pois o triangulo BC' D ¢ equilatero.
Como ABC e DBC(C sao equilateros e M é o ponto médio
de BC', temos AM 1. BC e DM 1 BC' Logo, BC é per-
pendicular ao plano que contém os pontos A, M e D.
Segue que BC' é perpendicular a AE. Da mesma forma,
prova-se que AE e DC' sao perpendiculares. Logo, AE é
perpendicular a duas retas concorrentes (% e Cﬁ) do
plano que contém B, C'e D. Segue que AE é perpendicu-
lar ao plano da face BC'D. Conseqiientemente, o centro
O da esfera circunscrita pertence a reta jﬁ . De fato,
O € AF (prove isso!). Da mesma forma, prova-se que
as retas que ligam O ao circuncentro (nesse caso coincide
com o baricentro) das outras faces de ABCD sao per-

pendicular as respectivas faces. Seja F' o circuncentro de
ABC e trace OF ¢ OM (veja Figura 32.6).
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Figura 32.6: I é o baricentro de ABC.

Note que os triangulos OEM e O F M sao retangulos
em I e F. respectivamente. Além disso,

m(FM) = %m(AM) _ %m(DM) — m(EM).

Os triangulos OEM e OF M sao entao congruentes,
de onde se conclui que OF = OF, ou seja, a distancia
de O ao plano da face BC'D é igual a distancia de O ao
plano da face ABC. Da mesma forma, prova-se que a
distancia de O ao plano das outras faces ¢ igual a m(OF).
[sso prova que a esfera de centro O e raio OF é tangente a
todas as faces de ABC'D. Logo, o tetraedro ABC'D é cir-
cunscritivel e o centro O da esfera circunscrita é também

o centro da esfera inscrita. Observe que m(OFE) ¢ o raio
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da esfera inscrita e m(AQ) ¢ o raio da esfera circunscrita.
Calcularemos, agora, m(OF) e m(AQO). Se a aresta do

tetraedro mede a, sabemos que:

av/'3

m(AM) = >
m(FM) = m(EM) = L0V3 _av3
52 6
(AF) 20,\/_ _ a,\/§
52 3

Pelo teorema de Pitagoras, temos

m(AE)? = m(AM)? —m(EM)?* = (CL;@) — (C“f) = 2%

Assim,

av6
3
Como os triangulos AFO e AEM sao semelhantes, tem-

m(AE) =

S€e

m(OF)  m(AO) m(AF)
m(EM)  m(AM) m(AE)

Substituindo os valores de m(EM ), m(AM), m(AF)

¢ m(AFE), obtemos que m(OF) = al—\f e m(AO) =

av/6
-

Sintetizando o que fizemos anteriormente, temos o

seguinte resultado.
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Proposicao 6
Todo tetraedro regular ¢ inscritivel e circunscritivel e as
esferas inscrita e circunscrita tem o mesmo centro. Se a

aresta do tetraedro vale a, entao os raios r e R das esferas,

a\/6

respectivamente, inscrita e circunscrita, valem r = EGE

av/6

e R = e Além disso, a esfera inscrita tantencia as

faces em seus baricentros.

Sabemos que todo tetraedro é inscritivel. Se o te-
traedro for regular, sabemos que ele também ¢ circuns-
critivel e que os centros das esferas inscrita e circunscrita
coincidem. Resta a seguinte pergunta: todo tetraedro é
circunscritivel? A resposta é sim, e a prova desse fato
sera deixada como exercicio desta aula (veja o exercicio
20 desta aula).

Inscricdo e circunscricao de um octaedro regular

Encerraremos esta aula com o estudo da inscricao e

da circunscricao de um octaedro regular.

Seja ABC'DEF um octaedro regular de aresta me-
dindo a, e seja O o ponto de encontro das diagonais BD
¢ CE. Trace AO (veja Figura 32.7).
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Figura 32.7: Octaedro regular.

Como AB = AD = AC = AFE (pois todas as
arestas tém o mesmo comprimento) e O é o ponto médio
de BD ede C'E, tem-se que AOLBD e AOLCE. Segue
que AO é perpendicular ao plano de BCDE. Além disso,
os triangulos AOD, AOE, AOB e AOC, retangulos em
O, sao congruentes (por qué?). Em particular, OF =
OB = OC = OD. Seja M o ponto médio de BC' e
trace AM e OM. Seja OG a altura do triangulo AOM
relativa ao lado AM (veja Figura 32.8).
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Figura 32.8. BC' ¢ perpendicular ao plano que contém
AMO.

Como AB = AC e OB = OC', tem-se que AM 1. BC
e OM 1 BC', de onde se conclui que BC' é perpendicular
ao plano que contém AMO. Segue que OG é perpendi-
cular a BC'. Como OG_LAM, conclui-se que OG ¢ per-

pendicular a face ABC. Determinemos, agora, m(AQ)
1
e m(OG). Como m(AD) = a, m(OD) = Em(BD) =

1
Ea\/? e AOD ¢ retangulo em O, segue do teorema de
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Pitagoras que
m(AO)? = m(AD)* — m(OD)* = a* — — = —

2
ou seja, m(AQ) = %.

2

Da mesma forma, prova-se que m(FO) = %.
Como a distancia de O a cada um dos pontos B, C.
2

D e E é também %

av 2 :
O e raio T\/_ passa por todos os vértices do octaedro.

segute que a esfera de centro

)

Para determinar m(OG), usaremos a semelhanga entre

os triangulos AOM e AGO. Dessa semelhanca, temos
m(OM) m(AM) m(AO)

m(OG)  m(AO) m(AG)

Como m(OM) = g, m(AM) = aT\/g e m(AO) =

av/2 a\/6

5 obtemos que m(OG) = — ¢ aue m(AG) =
a\/§ 2

Como OG ¢ perpendicular a face ABC, segue que a

a\/6

distancia de O a face ABC é 5 Além disso, como

2
m(AG) = gm(AM ), tem-se que G é o baricentro do

triangulo ABC'. Da mesma forma, prova-se que a distancia
a6
de O as demais faces é T\/_ Assim, a esfera de centro O
a6
e raio \Tf ¢ tangente a todas as faces do octaedro e os
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pontos de tangencia sao precisamente os baricentros das
faces. Esta provado, entao, que:

Proposicao 7

Um octaedro regular ¢ inscritivel e circunscritivel e os
centros das esferas inscrita e circunscrita coincidem. Se
a aresta do octaedro mede a, entao os raios das esferas

a/6
§

inscrita e circunscrita medem, respectivamente, r =

av/2

e R = — Além disso, a esfera inscrita tangencia o

octaedro nos baricentros das faces.

Resumo

Nesta aula voce aprendeu...

Que todo paralelepipedo retangular ¢ inscritivel.

Que todo paralelepipedo inscritivel ¢ retangular.

Que as faces de um paralelepipedo circunscritivel tém

a mesma area.

Que por quatro pontos nao coplanares passa uma

unica esfera.

Que todo tetraedro ¢ inscritivel e circunscritivel.

Que todo octaedro regular é inscritivel e circuns-

critivel.
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Exercicios

1. Prove que todo paralelogramo inscritivel ¢ retangulo.

2. Prove que todo paralelogramo circunscritivel é lo-

sango.

3. Prove que o paralelepipedo da Figura 32.1, do texto,

¢ circunscritivel.

4. Prove que as faces de um paralelepipedo circuns-

critivel tém a mesma area.

Sugestao: Prove que a altura do paralelepipedo em
relacao a qualquer face é a mesma e use a féormula

para o volume de um paralelepipedo.

5. Sejam AB um segmento e § o plano perpendicular
a 1@ e passando pelo ponto médio de AB. Prove
que, para todo P € ( tem-se m(P, A) = m(P, B).

6. Prove que a esfera que passa por quatro pontos nao

coplanares ¢ unica.

7. Seja ABC' D um tetraedro regular de aresta a. Prove
que o octaedro determinado pelos pontos médios das
arestas do tetraedro € regular e determine a medida

de suas arestas (veja Figura 32.9).
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Figura 32.9: Exercicio 7.

8. Seja ABCDFEFGH um cubo de aresta medindo a.
Prove que ¢ regular o tetraedro determinado pelos
centros das faces do cubo e calcule a medida de suas

arestas (veja Figura 32.10).
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Figura 32.10: Exercicio 8.

9. Seja ABC'DEF um octaedro regular de aresta me-
dindo a. Prove que o poliedro determinado pelos
centros das faces do octaedro é um cubo e calcule a

medida de suas arestas (veja Figura 9).
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Figura 32.11: Exercicio 9.

10. Dizemos que um cilindro esta inscrito em uma esfera
se os circulos das bases estao contidos na esfera (veja
Figura 32.12).
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Figura 32.12: Exercicio 10.

Prove que se um cilindro esta inscrito em uma esfera,

entao ele é reto.

11. Determine o raio de um cilindro equilatero inscrito

em uma esfera de raio R.

12. Dizemos que um cilindro esta circunscrito a uma es-
fera se os planos das suas bases sao tangentes a esfera
e suas geratrizes intersectam a esfera em apenas um

ponto (veja a Figura 32.13).
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13.

14.

S

Figura 32.13: Exercicio 12.

Se um cilindro esta circunscrito a uma esfera, pode-

mos afirmar que ele é reto? Justifique sua resposta.

Um cilindro reto esta circunscrito a uma esfera de
raio K. Prove que esse cilindro é equilatero e deter-

mine seu raio.

Dizemos que um cone esta inscrito em uma esfera se
o0 seu vértice pertence a esfera e o circulo da base esta

contido na esfera (veja Figura 32.14).
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Figura 32.14: Exercicio 14.

Determine a altura de um cone reto de raio da base

r Inscrito em uma esfera de raio R.

15. Dizemos que um cone esta circunscrito a uma esfera
se sua base ¢ tangente a esfera e suas geratrizes inter-

sectam a esfera em apenas um ponto (veja Figura
32.15).
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16.

17.

18.

Figura 32.15: Exercicio 15.

Se um cone estd circunscrito a uma esfera, podemos

afirmar que ele é reto? Justifique sua resposta.

Um cone reto de altura h e raio r esta circunscrito a

uma esfera. Determine o raio dessa esfera.

Determine o volume do cone equilatero circunscrito

a uma esfera de raio R.

Um cilindro e um cone reto estao inscritos em uma
esfera de raio 5cm, de modo que a base do cone
coincide com a base inferior do cilindro. Se o cone
e o cilindro tem o mesmo volume, determine a area

lateral do cone.
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Figura 32.16: Exercicio 18.

19. Considere dois planos « e 5 que se intersectam se-
gundo uma reta r, e seja v um plano perpendicular
a r em um ponto A. Sejam s =aN~vyet=L[GN.
Sejam u; € up as retas que contem as bissetrizes

dos angulos determinados por s e t (veja a Figura
32.17).

Figura 32.17: Exercicio 19.
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Sejam 7 o plano determinado por r e uy e m 0
plano determinado por r e uy. Prove que m U my
é o conjunto dos pontos que equidistam de « e [.

Chamaremos 7 e w9 de planos bissectores de av e .

. Prove que todo tetraedro ¢ circunscritivel.

Sugestao: Seja ABC'D um tetraedro e considere o
plano bissector dos planos das faces ABC' ¢ ABD
que contém pontos da face BC'D. Esse plano inter-

secta C'D em um ponto E (veja Figura 32.18).

Figura 32.18: Exercicio 20.
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Considere agora o plano bissector dos planos das fa-
ces ABC e ADC' que contém pontos de BC'D. Esse
plano intersecta BE em um ponto F' (veja Figura
32.19).

Figura 32.19: Exercicio 20.

Finalmente, considere o plano bissector dos planos
das faces ADC' e BDC' que contém pontos de ABD.

Esse plano intersecta AF em um ponto G (veja Fi-
gura 32.20).
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Figura 32.20: Exercicio 20.

Use o exercicio 19 para provar que GG equidista das

quatro faces do tetraedro.

CEDERJ




