Volume de prismas e cilindros

Aula 28 — Volume de prismas e cilindros

Objetivos

e Apresentar o Principio de Cavalieri.

e Determinar o volume de um paralelepipedo usando o Principio de Ca-

valieri.
e (Calcular o volume de um prisma.

e Calcular o volume de um cilindro.

Introducao

A determinacao do volume de um paralelepipedo qualquer mostra que
a tarefa de determinar o volume dos sélidos, mesmo dos mais simples, nao é

uma tarefa facil. Essa tarefa pode ser grandemente facilitada se utilizarmos

o Principio de Cavaliers.

Principio de Cavalieri

area. Entao Vol(S1) = Vol(S2) (Figura 28.1).

Considere dois sélidos S7 e Sy e um plano «. Suponha que, para todo

plano (8 paralelo a «, as se¢oes planas N .S; e FN Y tém a mesma

S2

N U

B Sz

Figura 28.1: Principio de Cavalieri.
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Cavalieri.
1598 -1647.

Bonaventura Francesco Ca-
valieri se agregou a ordem dos
Jesuitas em Milao em 1615,
enquanto ainda era um ga-
roto. Seu interesse em Ma-
tematica foi estimulado pelos
trabalhos de Euclides e de-
pois por Galileu. A teoria de
indivisiveis apresentada por
ele, em 1635, permitiu encon-
trar facilmente e rapidamente
dreas e volumes de vérias fi-
guras geométricas.

Cavalieri também escreveu
sobre secOes conicas, trigono-
metria, &tica, astronomia e
astrologia.

Consulte:
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/ history/
Mathematicians/Cavalieri.
html
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Calculo do volume do paralelepipedo usando o principio

de Cavalieri

Vejamos, agora, como se torna simples a prova para a formula do volume
de um paralelepipedo qualquer, quando se utiliza o principio de Cavelieri.
Seja S1 = ABCDFEFGH um paralelepipedo qualquer e sejam « e [ os
planos das faces ABCD e EFGH (veja a Figura 28.2).

Figura 28.2: Calculo do volume de um paralelepipedo.

No plano «, tome um retangulo A’B'C’D’ que tem a mesma area que
ABCD e, pelos pontos A’, B', C' e D' trace perpendiculares a a. Essas
retas cortam o plano [ em pontos E', F', G' e H' (veja a Figura 28.2).
O paralelepipedo Sy = A'B'C'D'E'F'G'H' obtido é retangular. Seja v um
plano qualquer paralelo ao plano ( e que corta S; e S5. Sabemos que v N Sy
é congruente a EFGH e v N Sy é congruente a E'F'G'H’ (veja a Figura
28.3).

/’Yif\ S2

Figura 28.3: YN S; e yN S, tém a mesma area.
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Logo,
Area(yN Sy) = Area(EFGH) = Area(E'F'G'H') = Area(y N Sy)

para todo plano ~ paralelo a (3.

Pelo Principio de Cavalieri tem-se
VOl(Sl) = VOZ(SQ)

Como ja sabemos que o volume de um paralelepipedo retangular é o

produto da area da base pela altura, temos
Vol(Sy) = Vol(S,) = Area(E'F'G'H'Ym(A'E') = Area( EFGH).altura(S;)

O Principio de Cavalieri é, na verdade, um teorema; isto é, ele pode ser
provado. Sua prova, porém, envolve conceitos avangados da Matematica, que
ainda nao temos condigoes de abordar. Embora possamos obter o volume
dos principais sélidos (cilindros, prismas, cones, piramides, esferas etc.) sem
utilizar o principio de Cavalieri, a utilizacao desse principio simplifica bas-
tante a determinacao de alguns desses volumes. Em vista disso, neste curso

esse principio serd aceito como verdadeiro, sem prova.

Calculo do volume do prisma

Um procedimento analogo ao utilizado na determinacao do volume de
um paralelepipedo, pode ser utilizado na determinagao do volume de um
prisma qualquer. Seja S um prisma cuja base é um poligono P qualquer.
No plano da base, considere um retangulo ABC'D de &area igual a area de
P. Sobre esse retangulo construa um paralelepipedo retangular S’ de altura
igual a altura de S. Seja v um plano paralelo a base de S e que é secante a .S

(veja na Figura 28.4 um caso particular onde a base de S é um hexagono).
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Figura 28.4: Célculo do volume do prisma.

Sabemos que YN S é congruente a P e que yNS’ é congruente a ABC'D.
Logo,

Area(yN S) = Area(P) = Area(ABCD) = Area(yN S")

para todo plano vy paralelo a base de S.

Pelo Principio de Cavalieri, tem-se
Vol(S) = Vol(S") = Area(ABCD).m(AE).

Provamos entao que

O volume de um prisma é o produto da area da base pela altura.

Calculo do volume do cilindro

Para determinar o volume de um cilindro, procedemos de maneira
andloga a do célculo do volume de um prisma. Dado um cilindro C' (reto
ou obliquo) de altura h e cuja base é um circulo I' contido em um plano
«, considere um paralelepipedo retangular R de altura h e cuja base é um

retangulo contido em « e de mesma area que I' (veja Figura 28.5).

CEDERJ




Volume de prismas e cilindros

MODULO 2 - AULA 28

F G
H RAY
E o
cMY '
}
Y B o/

S :

Figura 28.5: Calculo do volume do cilindro.

Para todo plano v, paralelo a « e secante a C', tem-se

Arca(C' N~) = Area(l') = Area(ABCD) = Area(R N 7).
Pelo Principio de Cavalieri, conclui-se que
Vol(C) = Vol(R) = Area(ABCD).m(AE) = Area(T').altura(C).

Provamos entao que

O volume de um cilindro é o produto da drea de sua base pela altura.

Resumo

Nessa aula voceé aprendeu...

e O Principio de Cavalieri.
e A calcular o volume de um prisma.

e A calcular o volume de um cilindro.

Exercicios

1. Calcule o volume de um prisma reto de 3m de altura, cuja base é

um hexagono regular, sabendo que se a altura fosse de 5m o volume

aumentaria em 6m?>.
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Lembre-se que...

10 = 1dm?3 8.

10.

11.
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. Um prisma reto tem 12c¢m de altura e sua base é um triangulo cu-

jos lados medem 2cm, 4cm e (20 + 8v/3)em. Determine o volume

do prisma.

Calcule o volume de um prisma reto de altura a e cuja base é um

pentdgono (dodecdgono) regular de lado a.

Em um prisma obliquo, a aresta lateral mede 6 cm e sua segao reta
(perpendicular as arestas laterais) é um hexégono regular de 6+/3 cm?.

Determine a area lateral e o volume desse prisma.

. Um cilindro, de raio da base igual a 4 ¢cm e geratriz medindo 6 cm, tem

seu eixo formando um angulo de 45° com o plano da base. Determine

o volume desse cilindro.

Deseja-se construir um reservatério na forma de um cilindro equilatero
e que tenha volume igual a um reservatério na forma de um para-
lelepipedo retangular de dimensoes 2m x 2m x 1,5m. Qual o raio

do cilindro?

Quantos litros de agua deve conter aproximadamente um reservatorio

cilindrico de 3m de raio e 8 m de altura?

Em um reservatorio cilindrico de raio igual a 50 cm, colocou-se uma
pedra, o que elevou em 35cm o nivel da dgua. Determine o volume

da pedra.

Com uma folha de zinco de 5m de comprimento e 4m de largura,
podemos construir dois cilindros, um segundo o comprimento e outro

segundo a largura. Em qual dos casos o volume serd maior?

Um cilindro reto de raio r e altura h é cortado por um plano paralelo
. A . , T .
ao seu eixo. Se a distancia entre o eixo e o plano é 2 determine os

volumes dos sélidos obtidos.

Um sélido S esta localizado entre dois planos horizontais « e 3, cuja
distancia é de 1m. Cortando o sélido por qualquer plano horizon-
tal compreendido entre a e 3, obtém-se como se¢ao um disco de raio

igual a 1m.

a) Pode-se garantir que o sélido S é um cilindro? Justifique.

b) Calcule o volume de S.
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12. (PUC-SP, 1985) Se a area da base de um prisma diminui 10% e a altura

aumenta 20%, o seu volume:

a) aumenta 8%.

b) aumenta 15%.

(

(

(¢) aumenta 108%.
(d) diminui 8%.

(

e) nao se altera.

13. (VUNESP-1988) Considere um galpao como o da Figura 28.6:

14.

15.

12

1

Figura 28.6: Exercicio 13.

O volume de ar contido no galpao é igual a:

(a) 288 (b) 384  (c) 480  (d) 360 () 768

(CRESCEM, 1977) O liquido contido em uma lata cilindrica deve ser

1
distribuido em potes também cilindricos cuja altura é — da altura da

1
lata e cujo diametro da base é 3 do diametro da base da lata. O ntimero

de potes necessarios é:

)6  (b)12 ()18 ()24 (e) 36

(CESGRANRIO, 1983) Um tonel cilindrico, sem tampa e cheio d’dgua,
tem 10 dm de altura e 5dm de raio da base. Inclinando-se o tonel de
45°, o volume de dgua derramada é, aproximadamente:

(a) 145 dm3 (b) 155 dm? (c) 263 dm?

(d) 353dm*  (e) 392dm3
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16. (U.F.GO, 1984) Um pedago de cano, de 30 ¢cm de comprimento e 10 em
de diametro interno, encontra-se na posicao vertical e possui a parte
inferior vedada. Colocando-se dois litros de dgua em seu interior,
a agua:

a) ird ultrapassar o meio do cano
b) transbordara

¢) nao chegard ao meio do cano
d) encherd o cano até a borda

e) atingird exatamente o meio do cano

CEDERJ H&




