U
UNIRIO

Bacharelado em Sistemas de Informacao

Disciplina: Linguagens Formais e Automatos
2019.2 — Lista de exercicios 3 — GABARITO

Linguagens Livres de Contexto

Questao 1...........coiiiiiiiiiiii

Determine as linguagens geradas por cada uma das gramaéticas abaixo.

(a) G = ({I},{0,1}, P,I), com regras de

producao:
I —1I0|¢
{1"0" : ne N}
(b) G - ({E7T7F}7{+7X7(7)71}7P7E)7
com regras de producgao:
E— E+T | T
T —TxF | F
F—(E)|1
{expressoes  aritméticas bem-

formadas com +, x, (, ) e 1}

(¢) G = ({M, N}, {r,5,t}, P, M), com re-
gras de producao:

M — NMNN |t
N—r|s

{witwy: wi,we € {r,s}*, |wa| = 2w}

Questao 2.

(d) G = ({A,B},{a,b}, P, A), com regras
de producao:

A — BB
B BBB |bB |a
{w € {a,b}* : w possui nimero par
positivo de a’s}
(e) G=({S, T}, {+, .}, PS), comregrasde

producao:

S =TT
T—+T+| .

{(+*.+V .+ x4+ 2 =y}

(f) G=({R,S,T,X},{a,b}, P,R), com re-
gras de producgao:

R— XRX | S
S — alb | bTa
T XT | e
X —alb

{w € {a,b}* : w nao é palindromo}

Para cada uma das linguagens abaixo, construa uma gramaética livre de contexto que a gera

satisfazendo as restricoes dadas:

(a) {we{0,1}"

com no maximo 3 regras de produgao

: w possui exatamente 5 1’s},

G = ({A,B},{0,1}, P, A), com regras
de produgao:

A — B1B1B1B1B1B
B — 0B |¢
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v
(continuacao da questao 2) UNIRIO

Linguagens Formais e Automatos

(b) {w € {a,b,c}* : w comega e termina
com o mesmo simbolo}, com até 2
variaveis
G = ({AvB}7{a7b»C}’Pv A)’ com re-
gras de produgao:

A—aBa|bBb|cBc|a|b|c
B —aB |bB|cB|¢

(c¢) {w € {x,y,2}* : w tem comprimento
fmpar e apenas o simbolo do meio é z}

G = ({M> 5},{X7y72},P, M), com re-
gras de producgao:

M — SMS | z
S—x|y

(d) {we{o,1}"

G = ({M},{0,1}, P, M), com regras
de produgao:

M —O0MO |1M1]0|1]e

: w é palindromo}

Questao 3........... i

(¢) {we{0,1}*

G=({M,S, X},{0,1}, P, M), com re-
gras de produgao:

: w é palindromo}

M — SMS | 0X1 | 1X0
S—0]|1
X —5X|e

(f) {avickd! : i+j=k+1}

G = ({X7KZ’ W}? {a7b’ C7d}7P7X)’
com regras de produgao:

X—>aXd|Y | Z|W

Y »a¥Ye | W
Z —-bvZd | W
W —bWe | e

Considere a gramatica G = ({E},{a,b},{F — FE,E — aEb,E — bFEa,E — ¢}, E). Para
cada uma das derivagoes a seguir, apresente a arvore de derivacao associada, a derivacao
mais a esquerda e a derivagdo mais a direita equivalentes.

(a) E— EE — aEbE — aEbaEB — aEbab — abab

E
VRN
E E
/1IN VLN
E E

(b) E — aEb — abFab — abab

E
/N
a FEF b
/N
a F b
\

3

Derivagao mais a esquerda:
E - EFE — aEblE — abE — abalb —
abab

Derivagao mais a direita:
EF —- FE — FaEb — Fab — aFEbab —
abab

Derivacao mais a esquerda:
E — aFEb — abFab — abab

Derivagao mais a direita:
FE — aFEb — abFab — abab
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(continuacao da questao 3) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

(¢c) E— EFFE — bEaFE — baFE — babEa — babbFaa — babbaa

E Derivacao mais a esquerda:
VRN E — EE — bFaF — ball — babFa —
L L babbFaa — babbaa
VEIIRN /1N
b EF a b E a Derivagao mais a direita:
| 71N E — FEE — FbFa — FEbbFaa —
€ b E a

| Ebbaa — bFabbaa — babbaa

3

(d) ¥ — FE - FEFE — aEbEFE — aEbFEaFb — abEaFEb — abbFaaEb — abbFaab —
abbaab

Note que, neste enunciado, a derivagao fornecida nao esta clara: a produgao
FE — EFEF utilizou a regra de producao £ — EFE, porém esta regra pode
ser aplicada nos dois E’s em FEFE para obter este resultado. Estas duas
possibilidades correspondem a arvores de derivacgoes diferentes, portanto
em derivagoes diferentes, mas que podem alcancar a palavra gerada babbaa
através da mesma sequéncia de palavras intermediarias.

Caso a segunda producao seja FF — EEE:

F — FFE — FaFEb — Fab — EFab —
EbFaab — FEbaab — aFEbbaab —
abbaab

E Derivagao mais a esquerda:
\ F —- EF — EFEEFE — aEbEE —
E b abFE — abbFaF — abbaFk —
E S E a/ }‘E\b abbaaFEb — abbaab
a/ ]E‘?\b b/ ]E‘?\ a 5‘ Derivagao mais a direita:
| \

Caso a segunda produgao seja FE — FEE:

F —- EFF — FEFE — FEFaEb —
EFFavb — FEbFaab — FEbaab —
aFEbbaab — abbaab

E Derivacao mais a esquerda:
TN E — EE — aEbE — abE — abEE —
E
abbFaFE — abbaFl — abbaakb —
/1N - ™ abbaab
a F b E FE
| /1IN VARN oo - s s
: v B a a B b Derivagao mais a direita:
\ \
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UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

QUESEAOD 4. ...t e
Mostre que as gramaticas a seguir sao ambiguasﬂ

Resposta:

Em todos os itens abaixo, basta apresentar uma tnica palavra que possua duas arvores
de derivacdo distintas. As respostas abaixo sao apenas um exemplo.

(a) G=({S,T},{a,b}, P,S), com regras de produgao:

S —aSb | bT | Ta
T —al |bT |e¢

A palavra ba possui duas arvores de derivagao distintas:

S S
/ N\ / N\
b T T a
/ N\ / N\
a T b T
\ \
€ €

(b) G=({E,O,N},{0,1,+,x}, P, E), com regras de produgao:

E — EOE | ON | 1N
O—+|x
N—0]1]e

A palavra 0+1x0 possui duas arvores de derivagao distintas:

E E
VRN VIR
E + E E x E
/\ /1IN /1N /\
0N FE x E E + E 0N
A A AN |
e 1 N ON 0 N 1 N €
\ \ \ \
£ 9 9 3

1O caracter . é utilizado em tipografia para representar um espaco em branco, quando a escrita do espaco
neste mesmo lugar pode deixar a leitura confusa ou ambigua. Logo, nas gramaéticas onde este simbolo aparece,
o terminal listado nesta gramaética é na verdade um caracter “espago em branco”, e ndo o préprio caracter ..
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(continuacao da questao 4) UNIRIO

Linguagens Formais e Automatos

(¢) G={S,I,E,C},{a,...,z,.}, P,S), com regras de produgao:

S—CI|I|E
I — se condicao entao S

FE — se condicao entao S senao S
C — chamada

A palavra se condicao entao se condicao entao chamada senao chamada pos-
sui duas arvores de derivagao distintas:

S S
\

\
I I
27/ /I
se%cao%ﬁ se%entmqs
\

\ \
E FE C
ZUN S 77N /I
se%%entmus %

se’condicao.entao.S chamada

\
C C C
VZ\NVZ/I\N AN
chamada chamada chamada

(d) G=({O,SN,SV,CS,CV, A, S, V,P} {a,...,z,¢,6,.}, P,S), com regras de produgao:

O — SN.SV
SN — CS|CS_.P.CS
SV - CV | CV_.P.CS
CS — ALS
OV >V | V.SN
A—o|un
S — gato | cachorro | lago | binéculo
V — viu | amarrou

P — com

A palavra o cachorro viu o gato com um lago possui duas arvores de de-
rivagao distintas:

SN - SV N - SV

S
\ VRN \ \
cs cv - P -CS cs cv
/N 7N m 7\ /N N
A - S V - SN comA - § A - S 14 - SN
Y77\ \ I\ /N V77BN i\ </ TN
0 cachorro viu s um laco o cachorro viu OS - P -CS
7N ZIN N /N
A - S A - ScomA - S
\ /1N \ /1N I /N
o gato o gato um 1laco
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Linguagens Formais e Automatos

Questao 5.......... i

Converta as gramaticas apresentadas na questao [1] para a forma normal de Chomsky, e
utilize o algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para determinar se as palavras listadas abaixo

pertencem as respectivas linguagens:

(a) 1100
G = ({s1,J,U,7},{0,1}, P,S), com
regras de produgao:
S—=UJ|UZ|e
J—=17
I1-UJ|UZ
U—1
Z —0

Resultado do algoritmo CYK:
S,I

S.I
U | U |Z|z
1 1 0|0

1100 pertence a linguagem
(b) 1x1)
G = ({S,E,T,F,M,V,L,R,0O, P,Q},
{+,x,(,),1},P,S), com regras de
producgao:
S—FEO|TP|LQ|1
E—-FEO|TP|LQ |1
T—-TP|LQ |1
F—-LQ|1
O—MT
P—-VF
Q — ER
M — +
V—x
L—(
R —)

Resultado do algoritmo CYK:

Q
S,E, T
P Q
S.E,T.F | V| SSE,T.F | R
1 X 1 )

1x1) nao pertence a linguagem

(c) rstssrs
G = ({S7M,N7O7P},{I‘,S,t},P,S),
com regras de producao:

S—NO |t
M — NO |t
N —=r|s
O—MP
P— NN

Resultado do algoritmo CYK:

M,S

P P| P P
N N M|N|N|N|N
r s t|s|s|r|s

rstssrs pertence a linguagem

(d) aabaa
G = ({A,B,C,D},{a,b},P,A), com
regras de produgao:

A— BB
B—BD|CB|a
C—b
D — BB

Resultado do algoritmo CYK:

A,D
B B
AD | AD
A,D B A,D
B B C B B
a a b a a

aabaa pertence a linguagem
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(continuacao da questao 5) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos
() +.+.+ (f) abab
G = ({S,T,M,R},{+,.},P,S), com G = ({O,RT,X,A B,G},{a,b},
regras de producao: P,0), com regras de produgao:

O — XG | AH | BI | AB | BA

S S TT R— XG | AH | Bl | AB | BA
R—TM X—alb
M -+ G — RX
H—TB
I1—-TA
A—a
Resultado do algoritmo CYK: B =D
Resultado do algoritmo CYK:
S|S O,T.H
T T T,G,H | T,G,H
R R O,R, O,R, O,R,
M| T M| T M T,H T,I T,H
+ + |+ XA | T.X,B | T.X,A | T,X,B
a b a b
+.+.+ nao pertence a linguagem abab pertence a linguagem
QUESEAOD B. ...ttt e

Mostre que, se L1 e Lo sao linguagens livres de contexto, as linguagens a seguir também
sao livres de contexto:

Resposta:

A ideia, em todos os itens, é usar GLCs que geram L; e Lo para construir uma nova
gramatica que gere a linguagem dada e que também seja livre de contexto. Para dar
nome a estas GLCs, chamamos Gy = (V4,T1, P1, S1) a gramética que gera Ly, e Go =
(Va, Ty, P>, S2) a que gera Ly. Vamos também supor, para ndo misturar, que as varidveis
usadas nas duas graméticas sao diferentes: V1NV2 = ) (afinal, é sé renomear as varidveis
se necessario).

(a) L1 ULy

Nossa nova gramatica deve poder deriva todas as palavras que G deriva e
todas as palavras que (G deriva. A ideia é que criar um novo simbolo inicial
So para essa gramatica e, a partir dele, tudo que podemos fazer é “decidir”
qual gramatica usar: se quisermos usar (-1, produzimos S;, e se quisermos
usar (9, produzirmos S;. A partir dai, somente as derivagoes permitidas
por GG1 e GGo podem ocorrer.

A gramadtica combinada fica: G = (V,T, P, S), com V = ViUVLU{Sp}, T' = T1UT%,
S=25 e P:P1UP2U{S()—>S1,S()—>SQ}.
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(continuacao da questao 6) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

(b)

Ly - Lo

Nosso objetivo agora é gerar palavras de L; concatenadas com palavras
de Ly. A ideia é parecida: a partir do simbolo inicial 53, demarcamos as
duas “partes” da palavra final usando os simbolos iniciais de G; e Go. A
gramdtica combinada fica: G = (V,T,P,S), com V = V;UVoU{Sp}, T =T, UTy,
S=5 e P:P1UP2U{S()—>5152}.

Ly*

Nosso objetivo agora é gerar sequéncias de palavras de L;. Podemos fa-
zer isso pegando o novo simbolo inicial Sy e usando-o para definir quantas
palavras de L; vamos concatenar, e derivando cada palavra de L; separa-
damente. A gramadatica combinada fica: G = (V,T,P,S), com V = V; U{Sy},
T=T1,5=5¢e P=P1U{S()—>S()51,So—>€}.

QUESTAO T ..
Para cada um dos automatos de pilha abaixo, apresente a sua descrigao formal, determine
se ele ird aceitar a palavra w apresentada, e determine qual linguagem ele reconhece.

(a)

(b)

B,e =¢
U
A,e —A AA—= e
¥ ={AB}, ' ={A}, Q={q, @}, ©0=q, F={g} e
) ‘ e A B €
Q TI. A € A € A ¢
Q 0 {(q. )} |0 {(g2,9)} |0 0
q2 {(g2,€)} 0 0 0 0 0
w = AAABAA é aceita; L(M) = {A"BA™ : m < n}.
e,e—$ B,e —e¢ e, $—e¢
Aje —A AJA—= ¢
Y ={AB}, '={A8}, Q={q1,92,03, 04}, 00 =q1, F' ={qu} e:
) ‘ PN A B €
Q I. A $ € A S € A $ €
q 0 0 0 00 0 0 0 {(q2,%)}
72 0 0 {(g2. M)} |0 0 {(gs3,2)} | 0 0 0
a3 {(g3,2)} 0 0 (/) 0 0 {(qa,2)} 0
qa {(qs,¢)} 0 0 0 0 0 0

w = AAABAA é rejeitada; L(M) = {A"BA" : n € N}.
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(continuacao da questao 7) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

(c) y, X — €

Z, X — €

' X, €~ X

£, —>X
Y={xy,z}, L ={x}, Q={q1, 02}, 0 = @1, F = {qu} e

0 ‘Zg X v z €
Q TI'.|x € X € X €]x €
il 0 {(g2, %)} | {(ar.€)} 0] {(ar,€)} 0|0 0
i 0 0 0 0 0 010 {(¢1.%)}

w = xzxyzy é aceita; L(M) = {w € {x,y,z}* : todo prefixo de w tem 2 - #x >
#y + #z} (todo x em w “cancela” até dois simbolos y ou z posteriores).

1,0—¢
2,e >¢

0,e—=0
l E,E—E

. €, & — ! @

e, —=¢

€, E—€E

Y= {07 172}7 I'= {07 '}’ Q - {Q1aQQ>QB7Q47QB}a qgo = (41, F= {%} e:

P 0 1 2 €
Q I'.|o0 ! € 0 ! € 0 ! € 0 ! €
¢ 00 0 0 0 [ 0 0 0 0 0 {(g2, ")}
q2 @ (Z) {(q270)} @ (Z) @ @ @ Q) (Z) @ {(q375)7(q47€)}
q3 00 0 {(g3,€)} 0 0 0 0 {(g3,€)}|0 {(g5,2)} 0
Ga 0o 0 0 0 {(gs,9)}|{(gs,0)} O 0 |0 {(g5,6)} 0
qs 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
w = 0011212 é aceita; L(M) = {0"w : w € {1,2}",w tem exatamente n 1’s ou
n 2’s}.
a,e—a b,a—¢
(e)
€, — % €,€—¢€
2
£, % =€
Y= {aab}? I'= {aa *}’ Q = {Q1aQQ>Q3>Q4aQ5}, qo = q1, F = {95} e:
1 ‘ Ye a b e
Q I'.|a =* € a * ¢ |a * €
T 0 0 [ 0 0 010 0 {(q2,%)}
a2 0 0 {(a,2)} 0 0 0|0 0 {(gs,€)}
a3 0 0 0 {(as,e) 0 010 {(q.e)} 0

w = aaabbbaabaabb é rejeitada; L(M) = {a"b"}*
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UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

QUESEAD ... e
Para cada linguagem da questao [2| apresente um autémato de pilha que a reconhece.

Resposta:

0,e = ¢ 0,e —¢ 0,e ¢ 0,e = ¢ 0,e —¢ Os—>s

Note como este automato de pilha efetivamente nao utiliza a pﬂha (nenhuma
transicao permitida realiza um push ou pop sobre a pilha), ou seja, esse automato
de pilha efetivamente se comporta como um AFN. Isso s6 é possivel porque a
linguagem que queremos reconhecer é regular.

(b) a,e—e¢
a, e —¢€ a,e—a b. e —¢e a,a—¢
)
b,e —¢ b,e —Db c,e—e b,b— ¢

Esta linguagem também ¢é regular; neste caso, utilizar um autéomato de pilha nos
permitiu utilizar menos estados do que com um AFN.

(C) X7€_>+ X,+—>E

y, € =+ y, +—¢€
€, % Z, €€ €,k =€

!
(@) ) ®)
(d)

0,e 30 %€= 0 0-¢

1,es1 LEe—=e 1156
| £, 6 — * £,6 € £, % = ¢
(e) 0,e—0 0,0 ¢ 0,0 ¢
l,e—>1 1,1 —¢ 1,1—=¢
56—>* £, % — ¢
0,e —¢ 0,1—=¢
l,e =¢ 1,0—=¢
£,€—¢
(f) a, e —+ b, e — + c,+—¢ d, +—¢
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UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

QUESEAO O ..t e
Para cada gramdtica da questao [} apresente um autéomato de pilha que reconhece a lin-
guagem gerada pela gramatica.

Resposta:

As solucoes abaixo utilizam a construgao apresentada em sala. Outras solugoes sao
possiveis, por exemplo, realizando simplificacoes.

g, e —1

e, I —0 g, e—1

(b)

g, e = F

432

(c)

r,r—¢
S, 8 —>¢
t,t—e¢
e, M —t
e, N —r
e, N —s
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(continuacao da questao 9) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

(d)

(f)

e, R— X
g, e — R

€y € — %

QUESEAO 10 ...
Para cada automato de pilha da questao [7} apresente uma gramdtica que gera a linguagem
reconhecida pelo automato.
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(continuacao da questao 10) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

Resposta:

As solugdes abaixo utilizam a construgao apresentada em sala. Nos itens (a) e (c), de-
vemos antes adaptar os automatos para somente aceitar palavras com a pilha vazia. As
variaveis correspondentes a estados sem caminho de um para o outra foram suprimidas,
para diminuir o tamanho da gramatica resultante. Outras solucbes sao possiveis.

(a) Adaptando o autémato:

Ey € — k B, e —¢ Ey E—E Ey X > €

A, e —A Ay A— ¢ g, A—¢

A gramética gerada é G = (V, T, P, S), com V = {So(), 501,502, 503,504,511,512,
S13, 514, S22, 523, S24, S33, S34, Saa}, T = {A,B}, S = S14 e regras de produgao:

Soo — So0S00 | €

So1 — SooSo1 | So1S11

So2 — So0S02 | So1S12 | So2522

So3 — S00S03 | So2 | S01513 | S02523 | S03S33

Sos — S13 | S00S04 | So1514 | S02524 | S03534 | So4S44
S11— S1Su | e

S12 — AS12A | BS22 | S11512 | S12522

S13 — AS13 | BS23 | S12 | S11513 | S12523 | 513533
S14 — BS24 | S11514 | S12524 | S13534 | S14Su4
Sog — 82252 | €

Sag — Sa2 | S33 | S22823 | S23533

Soq — S34 | S22524 | S23534 | S24Su4

S33 — 933533 | €

S34 — 33534 | 34544

Syq —> S44Su4 | €

(b) A gramética gerada éG = (Vv, T, P, S), comV = {Sll, 512, 513, 514, 522, 523, 524, 533,
S34,S44}, T = {A,B}, S = S14 e regras de produgao:

S11— S11Su | €

S12 = S11512 | S12522

S13 — S12B | S11513 | S12523 | S13533

S14 — So23 | S11514 | S12524 | S13534 | S14Su4
Sog — 822522 | €

So3 — ASo3A | S22B | BS33 | 523534 | 524514
Soq — BS34 | S22524 | 823534 | S24Su4

S33 — 933533 | €

S34 — 933534 | 534544

Sya — S4aSu | €
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(continuacao da questao 10) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

(c) Adaptando o autémato:

VY, X — €
Zy X — €

€y, X €

X, € =X
Ey € — % Ey ¥ 2 €
—>
Ey € =X

A gramética gerada é G = (V,T, P, S), com V = {Sy, So1, Soz2, Sos, Soa, S11, S12,
Si3, S14, S21, S22, S23, S24, S33, S84, S4a}, T = {x,y,2},S = So4 € regras de produgao:

Soo — SooSoo0 | €

So1 — SooSo1 | So1.511

Soz2 — So0S02 | So01512 | S02522

So3 — So1 | S00503 | So1513 | S02523 | S03S33

Soa — S13 | S00504 | So1514 | S02524 | S03534 | SoaS14

S11 — xSa1y | xS212 | S11511 | S125921 | €

S12 — 511512 | S125922

S13 — xS23 | S11 | S33 | S11513 | S12523 | S13533

S14 — S34 | S11514 | S12524 | S13534 | S14Su4

So1 — Suy | xSuz | S21511 | S22521

Sog — S21512 | S22522 | €

So3 — S13 | Sa1 | 21513 | 522503 | 523533

Soq — S21514 | 522524 | 523534 | S24514

S33 — S33533 | €

S34 — 933534 | 34514

Sya — S4aSu | €

(d) A gramaticageradaé G = (V,T,P,S), com V = {S11, S12, S13, S14, S22, Sa3, Sa4, S33,
S34,S44}, T =1{0,1,2}, S = S5 e regras de produgao:
S — S11Su | e
S12 — S11512 | S12522
S13 — S12 | S132 | 511513 | S12523 | S13533
S1a — S12 | S1a1 | 511514 | S12524 | S1451
S15 — So3 | S24 | 11515 | S12525 | S13535 | S14545 | S15555
Sog — 522592 | €
So3 — 085931 | Sz | S33 | S232 | 22593 | S23533
Soq — 08242 | Soa | S34 | S241 | S22524 | S24Su4
Sos — S35 | Sas | S22525 | 523535 | 24545 | S25555
S33 — 2833 | S335s3 | €
S35 — 2535 | S33535 | 535555
Sia — 1844 | SaSua | €
S5 — 1845 | S44S45 | Sa5555
Ss5 — S55555 | €
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(e) A gramética gerada &G = (V, T, P, S), comV = {Sll, 512, 513, 514, SQQ, 523, 524, 533,
S34,S44}, T ={0,1,2}, 5 = Si5 e regras de produgao:

S11 — S23 | S11511 | S12521 | S13531 | €

S12 = S11512 | S12522 | 513532

S13 = S12 | S11513 | S12523 | S13533

So1 — S31 | 521511 | S22521 | S23531

Sog — S32 | 521512 | S22522 | S23532 | €

So3 — aSasb | Sz | S33 | S21513 | S22523 | 523533
S31 — S31511 | 932521 | 533531

S32 — 931512 | 532522 | 533532

S33 — S32 | 531513 | 532503 | 933533 | €

QUESEAOD Ll ...
Considere a linguagem L = {b € {0,1}* : b® b = 11} (onde o operador bindrio ® trata
os simbolos 0 e 1 como os valores bindrios 0 e 1). Construa um autémato de pilha que
reconhece essa linguagem e uma gramaética livre de contexto que gera essa linguagem.

Resposta:

Note que, em palavras de L, o primeiro simbolo deve ser diferente do iltimo, o segundo,
diferente do peniltimo, e assim por diante. Além disso, nenhuma palavra pode ter
comprimento fmpar pois os simbolos centrais de b e b seriam iguais e o simbolo central
de b® b’ seria igual a 0. Podemos dizer que as palavras de L sdo os “antipalindromos”:
palavras que sao diferentes de seus reversos em todos os simbolos.

A seguinte gramatica gera L: G = ({M},{0,1}, P, M), com regras de producao:

M — OM1 | 1MO | ¢

O seguinte automato de pilha reconhece L:

0,e—0 0,1—c¢
1,e—1 1,0 ¢
l €, € = * €,€ €
QUESEAOD 12 ...

Seja 3 um alfabeto qualquer e RE(X) o conjunto de todas as expressoes regulares vélidas
sobre 3.

Devemos tomar cuidado para nao confundir os simbolos de RE(X) com a notagao
matematica. Para diferenciar, denotaremos os simbolos de RF(Y) com uma
fonte diferente.

(a) Determine o alfabeto de RE(Y).

Resposta:

RE(X) é uma linguagem sobre o alfabeto ¥ U {0, e, |, -, *, ;) }.
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(b) Mostre que RE(X) nao é uma linguagem regular.

Resposta:

Suponha que RE(X) é regular. Entdo, existe um inteiro n que é comprimento de
bombeamento de RE(X). Considere, agora, a palavra w = ("@() *)". Esta palavra
é uma expressao regular valida sobre 3 (é o resultado de pegar a linguagem vazia e
aplicar n vezes o operador de Kleene), logo ela pertence a L. Para tentar bombear
w, precisamos dividir w em trés partes: w = pms, com |m| > 1 e [pm| < n. Agora,
como |pm| < n, para qualquer divisao permitida, p e m devem ser formadas apenas
por (’s. Escrevendo P = |p| e M = |m], isto significa que p = (¥, m = (M e
s = ("PMPO)n.

Apés bombearmos, teremos pmis = ("M (i*I)Q()*)”. Note que esta palavra so
ird pertencer a L se n+ M (i — 1) = n (isto é, se i = 1), pois, caso contrario, as
combinacoes de ( e ) ficarao desbalanceadas. Isto significa que qualquer tentativa
de bombeamento nao funciona, logo w nao pode ser bombeada. Isto contradiz o
fato de n ser comprimento de bombeamento de RE(X), portanto, RE(X) nao é
regular.

(c) Mostre que RE(X) é uma linguagem livre de contexto.

Resposta:

A forma mais simples de mostrar que RE(X) é livre de contexto é apresentar
uma gramatica livre de contexto que gera todas as possiveis expressoes regu-
lares. Um exemplo de GLC que gera RE(X) é a gramética G = ({E},X U
{B,e,1,-,*, (,)}, P, E), com regras de producao:
E—0Q|e|FIE|EE|EE|E*x| (E)*

F—x para todo simbolo x em X

Note que a quantidade de regras da gramética depende do tamanho do alfabeto X..

QUESEAOD 18 .. .
Mostre que cada uma das linguagens abaixo nao é livre de contexto.

Resposta:

Em todos os itens abaixo, devemos aplicar o Lema do Bombeamento para Linguagens
Livres de Contexto. A estratégia é a mesma que usavamos para linguagens regula-
res: precisamos mostrar que nenhum nimero inteiro n pode servir de comprimento de
bombeamento para estas linguagens. O desafio aqui, entdo, é garantir que podemos
descartar qualquer inteiro k£ como candidato a comprimento de bombeamento. Para
isso, precisamos encontrar alguma palavra de comprimento k£ ou maior que nao pode
ser bombeada, isto é, que para qualquer tentativa de bombeamento, haverd alguma
palavra bombeada que nao pertence a linguagem em questao.

Porém, a forma de bombeamento a ser realizada para uma LLC é diferente daquela
utilizada para LRs. As partigbes que estamos interessados seguem o formato: w =
pmicmas, onde mymsg # € e |miema| < k. O resultado do bombeamento, para algum
inteiro i > 0, é a palavra pm;‘cma’s.
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(a)

Ly ={a"®"c" : n>0}

Suponha que k£ é comprimento de bombeamento desta linguagem. Consi-
dere a palavra w = a*b*c*. Em qualquer particio permitida w = pmicmas
desta palavra, m; e m2 nao podem ao mesmo tempo ter a’s e c’s (ja que
|micmso| < k e existem k b’s entre os a’s e os c’s). Podemos ter entao trés
casos:

1. mimy contém a’s; neste caso, mj;ms nao contém nenhum c e, para qual-
9 9 . . 9
uer 7 > 1, a palavra bombeada pm;‘cmsy's possui mais a’s do que c’s
9 1 2 9
portanto nao pertence a Li;

2. mimsg contém c’s; neste caso, mi;ms nao contém nenhum a e, para qual-
9 9 9
7 mitems’s i is c a
uer 7 > 1, a palavra bombeada ‘cms’s possui mais c’s do que a’s,
portanto nao pertence a L;

3. m1mo nao contém nem a’s nem c’s; neste caso, como mime # £, MMy
deve conter ao menos um b e, para qualquer i > 1, a palavra bombeada
pm1‘cme's possui mais b’s do que a’s e c¢’s, portanto nao pertence a L.

Isto mostra que todas as tentativas de particao de w falham em manter as
palavras bombeadas na linguagem. Portanto, L1 nao é livre de contexto.

Ly ={a'v/ck : 0<i<j<k}

Suponha que n é comprimento de bombeamento desta linguagem. Consi-
dere a palavra w = a"b"c"”. Em qualquer particao permitida w = pmjcmes
desta palavra, m; e m2 nao podem ao mesmo tempo ter a’s e c’s (ja que
|micma| < n e existem n b’s entre os a’s e os c’s). Podemos ter entao trés
casos:

1. mimso contém a’s; neste caso, mims nao contém nenhum c e, para qual-
uer 7 > 1, a palavra bombeada pmi’cms’s possui mais a’s do que c’s
9 1 2 9

portanto nao pertence a Lo;

2. mimsy contém c’s; neste caso, mmo nao contém nenhum a e, para: =0, a
1772 9 9 1172 9 9
palavra bombeada pm°cms? = pcs possui menos c’s do que a’s, portanto
nao pertence a Lo;

3. mims nao contém nem a’s nem c’s; neste caso, como mimo # £, M1M3
deve conter ao menos um b e, para qualquer i > 1, a palavra bombeada
pmi‘ems's possui mais b’s do que c¢’s, portanto nao pertence a L.

Isto mostra que todas as tentativas de particao de w falham em manter as
palavras bombeadas na linguagem. Portanto, Lo nao é livre de contexto.

Ly ={w € {r,s,t}* : w possui a mesma quantidade de r’s, s’s e t’s}

Suponha que k é comprimento de bombeamento desta linguagem. Consi-
dere a palavra w = r¥sFtf. Em qualquer parti¢cdo permitida w = pmicmas
desta palavra, m; e m2 nao podem ao mesmo tempo ter r’s e t’s (jA que
|micmeo| < k e existem k s’s entre os r’s e os t’s). Podemos ter entao trés
casos:

1. mimo contém r’s; neste caso, mi;ms nao contém nenhum t e, para qual-
9 9 8 . 9
quer ¢ > 1, a palavra bombeada pm;i‘cms’s possui mais r’s do que t’s,
portanto nao pertence a Ls;

2. mymy contém t’s; neste caso, mimeo nao contém nenhum r e, para qual-
quer ¢ > 1, a palavra bombeada pmi‘cmso’s possui mais t’s do que r’s,
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portanto nao pertence a Ls;

3. mims nao contém nem r’s nem t’s; neste caso, como mimeo # £, M1M3
deve conter ao menos um s e, para qualquer 7 > 1, a palavra bombeada
9 9
pmi‘cms's possui mais s’s do que r’s e t’s, portanto nao pertence a Ls.

Isto mostra que todas as tentativas de particao de w falham em manter as
palavras bombeadas na linguagem. Portanto, L3 nao é livre de contexto.

(d) Ly ={ww : wei{k1}*}
Suponha que n é comprimento de bombeamento desta linguagem. Consi-
dere a palavra w = k"1"k"1". Em qualquer particao permitida w = pmicmas
desta palavra, m; e my nao podem ao mesmo tempo ter k’s dos dois grupos,
ja que ha n 1’s entre eles. Da mesma forma, m; e ms nao podem ao mesmo
tempo ter 1’s dos dois grupos. Podemos ter entao trés casos:

1. mims nao contém simbolos dos dois tultimos grupos; neste caso, para
i = 0, a palavra bombeada pm°cmy’s = pcs segue o formato k*1Yk"1",
para algum z,y entre 0 e n e x +y < 2n. Note que a segunda metade
de pcs comega no trecho que veio do segundo grupo de k’s. Assim,
obrigatoriamente pcs ¢ Ly, porque, para qualquer combinagao de valores
possivel para z e y, a segunda metade de pcs é diferente da primeira (se
x = 0, somente a segunda metade possui k’s; se y = 0, somente a segunda
metade possui 1’s; caso contrario, somente a primeira metade possui um
1 seguido de um k);

2. mi1ms nao contém simbolos dos dois primeiros grupos; neste caso, para
i =0, pm1°cmy’s = pcs segue o formato k"1"k*1Y, para algum z,y entre 0
enex+y<2n. Note que a segunda metade de pcs comega no trecho
que veio do primeiro grupo de 1’s. pcs ¢ L4, porque, para qualquer
combinacao de valores possivel para x e y, a segunda metade de pcs é
diferente da primeira (se z = 0, somente a primeira metade possui k’s;
se y = 0, somente a primeira metade possui 1’s; caso contrario, somente

a segunda metade possui um 1 seguido de um k);

3. mimsy contém simbolos dos dois grupos centrais; neste caso, pm;°cms’s =

pcs segue o formato k"17kY1", para algum z,y entre 0 e n — 1. Note que
todos os k’s do primeiro grupo estao na primeira metade de pcs, e todos
os 1’s do segundo grupo estao na segunda metade de pcs. Isto significa
que a primeira metade de pcs possui menos 1’s que a segunda metade, e
a segunda metade de pcs possui menos k’s que a primeira metade. Logo,
as duas metades de pcs nao podem ser iguais, e pcs ¢ Ly.

Isto mostra que todas as tentativas de particao de w falham em manter as
palavras bombeadas na linguagem. Portanto, L4, nao é livre de contexto.

(e) Ls ={z#y : x,y € {0,1}" e x é subpalavra de y}
Suponha que k é comprimento de bombeamento desta linguagem. Consi-
dere a palavra w = 0*1*#0%1*., Qualquer particdo permitida w = pmicmas
desta palavra deve cair em um destes trés casos:

1. myms contém o tnico # de w; neste caso, para ¢ = 0, a palavra bombeada

pm1’cms’s = pes ndo possui simbolos #, logo pcs ¢ Ls;

2. mymy esta totalmente antes do #; neste caso, para i > 1, a palavra
bombeada pmi‘cms's deve, antes do #, ter mais do que n 0’s ou mais do
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que n 1’s. Em ambos os casos, como somente ha n 0’s e n 1’s depois do
#, o trecho de pmi‘cmso’s que vem antes do # nao é substring do trecho
que vem depois. Portanto, pm;‘cms's ¢ Ls;

3. mimsy possui simbolos depois do #; neste caso, para i = 0, a palavra
bombeada pm;°cms’s = pcs deve, depois do #, ter menos do que n 0’s ou
menos do que n 1’s. No entanto, m; nao pode conter nenhum simbolo
do primeiro trecho de 0’s, pois existem ao menos n + 1 simbolos entre o
final do primeiro trecho de 0’s e o primeiro simbolo depois do #. Logo,
em pcs ha exatamente n 0’s antes do #, o que significa que o trecho de pcs

que vem antes do # nao é substring do trecho que vem depois. Assim,
pes ¢ L.

Isto mostra que todas as tentativas de particao de w falham em manter as
palavras bombeadas na linguagem. Portanto, Ls; nao é livre de contexto.

Lista 3 — 2019.2 Pagina 19 de 19



