U
UNIRIO
Bacharelado em Sistemas de Informacao

Disciplina: Linguagens Formais e Automatos
2019.2 — Lista de exercicios 2 — GABARITO

Linguagens Regulares

QUESTEAOD ...t e
Para cada um dos automatos finitos deterministicos abaixo, apresente a sua descri¢ao for-
mal, determine se ele ird aceitar a palavra w apresentada, e determine qual é a linguagem
reconhecida pelo mesmo.

Todos os AFDs sao 5-uplas: M = (X,Q,0,qo, F'). As componentes seguem abaixo.

Y= {AvB}7 Q = {Q1aQQ}7 qgo = dqis
F={q} e: Y ={0,1}, Q@ = {q1, 92,43}, @0 = ¢1,
F={q,q} e:

q1 | 91 G2

. q2 | 91 g3
w = AABBA é aceita; g3 | 91 g3

L(M)={wA : weX*}
b w = 0101110 é aceita;
(b) ik L(M) ={w € ¥* : w nao tem 11

k
@ como sufixo}.
1,3k

i,j
Y ={i,3.k}, Q@ ={a1, 0,6}, 0 = ¢,
F={q} e:
§|i j k
q1 | 1 g1 Q2
92 | 91 493 g3
43 | 43 43 g3

w = ikijkki é rejeitada;
L(M)={we¥* : todokem w é
seguido de um i}.
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(continuacao da questao 1) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

(d) |

r H S
S

r,s
’ Y={Aa}, Q={aq1, % 6,0 6} w0=
Y= {I', S}, Q = {(]1a‘I2»Q3>Q4}, qo = 41, q, F = {q27q3} e:
F ={q} e:
0| A a
|92 g3
41|92 g3 a2 | 92 g4
42 | 94 G3 43| 95 g3
43 | 92 44 44 | 92 g4
44 | 94 44 45 | 95 g3
w = rsrssrr é aceita; w = AaalAal é aceita;
L(M) ={w € ¥* : w possui rr ou L(M) = {w € ¥ : w comega e
ss como subpalavra}. termina com o mesmo simbolo}.

QUEStan 2. ...

Considere as linguagens a seguir. Mostre que cada uma é regular apresentando um autéomato
finito deterministico que reconhega essa linguagem. Quando o alfabeto nao for especificado,
considere sempre o menor alfabeto para o qual a linguagem estd bem-definida.

(a) {w € {a,b}* : |w| é divisivel por 5} (c) {a110b : a,b € {0,1}*}

,b

aa

(b) {w : @$J é prefixo de w}

a,b

(d) {w : 571 nao é subpalavra de w}
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(continuacao da questao 2) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos
(e) {w : abc é sufixo de w} (h) {w € {x,y}* : w tem x em todas as
b,c a posicoes impares}

(i) {w € {x,y,2z}* : w tem xy como sub-
palavra uma quantidade par de vezes}

(f) {w : haha é subpalavra de w}

QUESEAOD 3. .. e
Considere uma linguagem regular L. Explique como utilizar um AFD que reconhega L para
construir um AFD que reconheca L.

Resposta:

Lembre-se que L possui exatamente as palavras (em um dado alfabeto ¥) que L nao
possui. Se M = (X,Q,9,qo, F) é um AFD que reconhece L, basta inverter os estados
finais e nao-finais, construindo M’ = (¥,Q, 9, qo, Q \ F). Para qualquer palavra w, a
computacao de w por M e por M’ ird terminar no mesmo estado: logo se M aceitar
uma palavra, M’ ird rejeitd-la, e vice-versa.
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UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

QUESEAOD 4. ...t e
Considere um AFD qualquer. Como podemos determinar se € é aceita por este AFD?

Resposta:

Apébs computar €, qualquer automato termina no estado inicial g, logo € sera aceita se
e somente se go for um estado final.

QUESEAD ...t e
Considere as linguagens a seguir. Apresente um autémato finito ndo-deterministico que
reconheca essa linguagem, e utilize a construgao apresentada em sala para apresentar um
automato finito deterministico equivalente. Quando o alfabeto nao for especificado, consi-
dere sempre o menor alfabeto para o qual a linguagem estd bem-definida.

Abaixo de cada item sao apresentados apenas os AFNs, exceto pelo item @,
que inclui também o AFD correspondente. Ao final, serao apresentados os
AFDs correspondentes dos demais itens.

(a) {w : aba ou bb é sufixo de w} (d) {w € {p,q}* : w tem p como quarto
ultimo simbolo}

P,q
. Pq
~(n] P
4> P,q
P, G

(e) {w € {a,s}* : todos os s’s de w vém
em pares}

s
=080
s
AFD:

c) {we€{0,1}* : w tem 0 como penultimo
, p
simbolo } a .
0,1

(b) {w :
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(continuacao da questao 5) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

AFDs correspondentes:

{QI7Q27
qa}

{Q17 Q3

{Q1aq25
Q37Q4}
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(continuacao da questao 5) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

{q2, 05}

a {QQ7Q47 b

Q5}
b b a,
; {a2, a3, {q2, g3,
(J4} 44,45}

a,b

{Q37Q47
g5}

{q17q2,
Q4aq5}

{QDQQv
(137(]4}

{QI7 q2,
a qa}

a

b a | b a
@ b {q1>q47 {qlaq?)a

{q17q37
Q47QB}

{Ql7q27
QS7QB}

g5}
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UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

{q17QQ7

{q17 q2,

43,94} 43,94, G5}

{q1, 43,
au, g5}

{QD q2,
43, G5}

p q P P
q

{Ch, g3, {Q1, q2,
q \ Q4} Q47Q5}

q \\\

{qlaQ47
VRN
q

{a3, 4,

P.a\\ ¢4, Q5}

{(12,(]37
qa}

QUESTAOD 6. ..o
Considere duas linguagens regulares L; e Ls. Explique graficamente como utilizar AFNs
My e My que reconhecam L1 e Lo, respectivamente, para construir AFNs que reconhecam
as seguintes linguagens:

(a) L1 U Lo
Uma palavra, para ser aceita por um autémato que reconhece L U Lo, s6
precisa pertencer a uma das linguagens L e Ly. Logo, podemos construir
um automato M que usa M; e M, como pedagos, “adivinha” se esta pa-
lavra pertence a L1 ou a Lo e computa a palavra utilizando o autéomato
correspondente:
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(continuacao da questao 6) UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

N -

(b) Ly Lo
As palavras de L;- Ly sao aqueles formadas concatenando uma palavra de L,
com outra de L,. Assim, podemos construir M fazendo com que as palavras
de entrada tenham que passar, em sequéncia, por M; e M,: a parte inicial
da palavra sera aceita por M, que deixara o restante para M, aceitar.

|
Q
|
/
\
<
™M N
N
v
I\
(L) (D)
Q
N
\
>
™M
N
v
/\

(c) Ly
As palavras de L;* sao formadas pegando palavras de L; e colocando em
sequéncia, logo, podemos construir M que faca a computagao “atravessar”
M; diversas vezes: cada vez, M ira “consumir” um pedago da palavra de
entrada, até a palavra terminar.
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UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

QUESEAD T e
Mostre que se as linguagens Ly e Ly sao regulares, L1 N Ly e L1 \ Lo também sao regulares.

Resposta:

Pelas Leis de DeMorgan, Li N Ly = L1 U Ly. Utilizando os resultados das questoes

anteriores, temos que:
Ly e Ly sdo regulares == Lj e Ly sdo regulares  (questdo 3)
= L; ULy éregular (questao 6a)
= L, ULy é regular (questao 3)
Isto mostra que Li N Ly é regular. Continuando, sabemos que Ly \ Ly = Ly N Ls. Como
Ly é regular e Ly é regular, pelo resultado anterior, a intersecdo das duas também é

regular.

QuUestan 8. ... .
Para cada expressao regular abaixo, apresente um AFN que reconheca a linguagem descrita
pela mesma. Considere sempre o menor alfabeto para o qual a linguagem estd bem-definida.

(a) (011)* (d) O*|1% (g) (alb)*abbalalb)*

(b) x*y
(o)
x
(c) ab*a

(i) (blc)*(aa)*(alblc)*

. a,b,c
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Linguagens Formais e Automatos

Questao 9.......... i

Para cada linguagem das questoes |2] e o} apresente uma expressao regular que a descreva.

Resposta:

Questao [2}
(a) (ZZDED)*

Y *hahaX*
(aa|bb|((ablba)(aa|bb)*(ablba) )*
(xx|xy)*(x[e)

)
)
)
e) Y*abc
)
)
)

(i) (vlzlx*z"xyylz|x"z"xy)"y|z|x"z"

€

(k) 0
Questao

(a) ¥*(abalbb)

(b) X*(ab|bc)

(c) ¥*0X

(d) X pX¥y

(e) (alss)”

Questao 10 ...t

Para cada uma das gramaticas regulares abaixo, classifique-a como gramética regular a
esquerda ou gramatica regular a direita, e apresente uma expressao regular que a descreva.

(a) G = ({I},{1},P,I), com regras de
producao:

I — 111
I—e¢
Gramatica linear a direita; (11)*
(b) G = ({X7Y}7{X’y}7PaX)a coml regras
de producao:
X —xY
Y - yxY | e
Gramadtica linear a direita; x(yx)*

(¢) G = ({R,S},{r,s}, P,R), com regras
de producao:

R — Srsrs
S—Sr|Ss|e
Gramatica linear a esquerda;
Y*rsrs
Questao 11 ......... ...,

(d) G = ({A’ Ba C}a {aabv C}7 P7 A)7 com re-
gras de producgao:

A—aB|aC|a

B —bB | bA
C—cC|cA
Gramatica linear a  direita;

(a(bb*|cc*))*a

(e) G=({A,B,C},{0,1,2}, P, A), com re-
gras de producgao:

A—0A|1B|2C | ¢
B —0B|1C |24
C—0C|1A|2B

Gramatica linear a  direita;
(0%]1(0*10%20%)*2|10%1(0*20*10%)*1|
20*(20%10*)*1|20*2(0%10*20*)*2)*

Para cada linguagem das questoes [2| e [5], apresente uma gramatica regular que a gera.

Lista 2 — 2019.2
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UNIRIO

(continuacao da questao 11)

Linguagens Formais e Automatos

Resposta:

Questao 2}
(a) G = ({A,B,C,D,E},{a,b}, P, A),
com regras de producao:
A—aB|bB |e
B — aC | bC
C —aD | bvD
D — aFE | bE
E — aA|bA
(b) G=({A,B},{0,$,%}, P, A), com re-
gras de producao:
A — 0$%B
B—@B|$B|WB|¢e
(C) G = ({AaB}>{O71}7P7 A)a com re-
gras de producao:
A—aA|DbA|110B
B—aB|bB ¢
(d) G = ({A,B,C},{1,5,7},P, A), com
regras de producao:
A—1A|7A | 5B |¢
B—1A|5B|7C | ¢
C—5B|7A|¢
(e) G = ({A}’{aabac}7P>A)> com re-

gras de producgao:
A—aA|bA|cA| abc
(f) G=({A,B},{1,5,7}, P, A), com re-

gras de producgao:
A — aA | hA | hahaB
B —aB |hB|e
(8) G=({A,B,C,D},{a,b}, P, A), com
regras de producao:
A—aB|bC e
B — aA | bD
C —aD | bA
D — aC | bB
(h) G = ({A,B},{x,y}, P, 4), com re-
gras de producao:
A—xB|e
B—xA|yAl|e

(i) G = ({4, B,C,D},{x,y,2}, P, A),
com regras de producgao:

A—yAl|zA|xB|xyC | e
B —xB|zA|¢
C—yC|zC|xD|xyA
D — xD | zC

() G = ({A},{a,b}, P, A), com regras
de producao:

A— ¢

(k) G = ({4},{a,b}, P, A), com regras
de producao:

A— A

Questao [5}
(a) G = ({A},{a,b}, P,A), com regras
de producao:

A — aA|DbA| aba|bb

(b) G = ({4},{a,b,c}, P, A), com re-
gras de producao:

A—aA|bA|ab|bc

(¢c) G = ({A},{0,1}, P, A), com regras
de producao:

A—0A|1A|01]00

(d) G=({A,B,C,D},{p,q}, P, A), com
regras de producao:

A—pA|qA|pB
B —pC | qC

C —pD | qD
D—plq

(e) G = ({A},{a,s}, P, A), com regras
de producao:

A—aA|ssA|e
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UNIRIO Linguagens Formais e Automatos

QUESEAOD 12 ...
Considere uma linguagem L. Explique como utilizar uma gramética regular que gera L
para construir uma gramatica regular que gera L%,

Resposta:

Se M é uma gramadtica regular que gera L, basta criar uma graméatica M’ “invertendo”
as producgoes de todas as regras de M. Se M for uma GLD, todas as regras seguem
o formato A — wB, e as regras correspondentes de M’ seguirao o formato A — Bw,
logo M’ serd uma GLE. Para qualquer derivacao de uma palavra w € L, a aplicagao,
na mesma ordem, das regras de producao correspondentes em M’ ird derivar a palavra
w’, portanto, M’ gera L®. O mesmo vale se M for uma GLE, exceto que, neste caso,
M’ é uma GLD.

QUESEAO 18 ..
Em certas linguagens de programacao, comentarios aparecem entre delimitadores como /#
e #/. Seja L a linguagem de todas as strings de comentéarios corretamente delimitadas. Um
membro de L deve iniciar com /# e terminar com #/ sem possuir outros #/ no meio. Por
simplicidade, digamos que os comentarios em si sao escritos apenas com os simbolos a e b,
logo o alfabeto de L é ¥ = {a,b,/, #}.

(a) Apresente um AFD que reconheca L.

a,b,/ #

/
‘> a,b,/
a,b,# a,b,/ #

(b) Apresente uma expressao regular que represente L.
/#(alb|/|#*(alb))*#/

(c) Apresente uma gramatica que gere L.
G=({A,B,C},{a,b,/,#}, P,A), com regras de produgao:

A — /#B
B —aB |bB | /B | #C | #/
C —#C | aB | bB

QUESTAO 14 ..o
Considere ¥ = {(8), (?), ((1)), (})} contendo todas as colunas de 0’s e 1’s de altura 2. Uma
palavra de ¥ contém duas linhas de 0’s e 1’s. Interpretando cada linha como sendo um

ntmero binario, considere a linguagem
L ={w e ¥" : alinha superior de w é um nimero maior do que a linha inferior de w}.

Por exemplo, (8) (é) (%) (8) € L, mas (8) (?) (%) (8) ¢ L. Mostre que L é regular.
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Resposta:

Podemos mostrar que L é regular de trés formas diferentes: apresentando um AFD ou
AFN que a reconheca, uma expressao regular que a represente, ou uma gramatica que a
gere. Para tentar qualquer uma das trés estratégias, precisamos notar que, nas palavras
de L, um simbolo ((1)) aparece antes de qualquer simbolo ((1)), enquanto nas palavras de
L vale o oposto: ou um simbolo ((1]) aparece antes de qualquer simbolo (é), ou nenhum
dos dois simbolos aparece.

O seguinte AFN reconhece L e mostra que L é regular:

o L 4
0000 () @ v HEGRONG

() ()

A seguinte expressao regular representa L e mostra que L é regular:

(WIG) 6>

A seguinte gramatica regular gera L e mostra que L é regular:
G = ({A, B}, {(8), ((1)), ((1)), G)}, P, A), com regras de producao:

4= (o)1 0] ()
7o ()7 ] ()7 )1 G)

3

QUESEAO 15 ..
Mostre que [ = 3 é comprimento de bombeamento para a linguagem a(aa)*|b(bb) *.

Resposta:

A linguagem L representada por esta expressao regular é formada pelas palavras de
comprimento impar formadas apenas por um tipo de simbolo (ou todos os simbolos sao
iguais a a ou todos sdo iguais a b). Precisamos mostrar que qualquer palavra w € L
com comprimento 3 ou maior pode ser bombeada.

Pegue uma palavra w com comprimento n > 3: certamente é verdade que w = 2", onde
r € {a,b}, e n é impar. Podemos escrever w = pms, onde: p =&, m = xx e s = 1" 2.
Note que |m| =2 > 1 e pm = 2 < 3, logo podemos utilizar esta decomposi¢ao para
bombear w. Neste bombeamento, obtemos as palavras pm’s, com i qualquer inteiro
positivo ou igual a 0. Pela nossa decomposicao, pm's = z2ig"—2 = g2itn—2 = yn+2(-1),
Note que n + 2(i — 1) é um ndmero impar (ja que n é impar) e positivo (pois n > 3).
Portanto, a palavra pm’s possui um ntimero fmpar de sfmbolos iguais, logo pertence a
L.

Assim, nossa tentativa de bombeamento funciona para w. Como w pode ser qualquer
palavra de comprimento 3 ou maior, isso mostra que [ = 3 é comprimento de bombea-
mento para L.
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QUESEAOD 16 ...
Utilize o Lema do Bombeamento para demonstrar que as linguagens a seguir nao sao regu-
lares. Considere sempre o menor alfabeto para o qual a linguagem estd bem-definida.

Resposta:

O Lema do Bombeamento garante que toda linguagem regular possui algum inteiro n
que serve de comprimento de bombeamento, o que significa que qualquer linguagem que
nao possua um comprimento de bombeamento deve, obrigatoriamente, nao ser regular.
Dessa forma, nossa estratégia para todos os casos serd a mesma: precisamos mostrar
que nenhum nimero inteiro n pode servir de comprimento de bombeamento para estas
linguagens. O desafio aqui, entao, é garantir que podemos descartar qualquer inteiro
n como candidato a comprimento de bombeamento. Para isso, precisamos encontrar
alguma palavra de comprimento n ou maior que nao pode ser bombeada.

(a) {a"®" : n >0}
Para um n possivel comprimento de bombeamento, escolhemos a palavra
w = a"b", que pertence a L. Para tentar bombear w, precisamos dividir w
em trés partes: w = pms, com |m| > 1 e |pm| < n. Agora, como |[pm| < n,
para qualquer divisao permitida, p e m devem ser formadas apenas por

a’s. Escrevendo P = [p| e M = |m|, isto significa que p = af’, m = a¥ e

s = aanben.

Apés bombearmos, teremos pm's = al’aMign=P—Mpn — gn+M@i—1pn Egta pa-
lavra sé ird pertencer a L se n+ M (i —1) = n, ou seja, se i = 1. Isto significa
que qualquer tentativa de bombeamento nao funciona, logo w nao pode ser
bombeada. Portanto, L nao é regular.

(b) {w € {r,s}* : w tem a mesma quantidade de r’s e s’s}
Para um n possivel comprimento de bombeamento, escolhemos a palavra
w = r"s", que pertence a L. Pelo mesmo argumento do item anterior, qual-
quer tentativa de dividirmos w = pms e bombearmos resultara na palavra
pm's = r"*M(@=Dgn (onde M = |m|). Esta palavra sé ird pertencer a L se
i =1, logo w nao pode ser bombeada. Portanto, L. nao é regular.

(¢) {w € {x,y}* : w é um palindromo}
Para um n possivel comprimento de bombeamento, escolhemos a palavra
w = x"yyx", que pertence a L. Para tentar bombear w, precisamos dividir
w em trés partes: w = pms, com |m| > 1 e [pm| < n. Agora, como |[pm| < n,
para qualquer divisao permitida, p e m devem ser formadas apenas por

x’s. Escrevendo P = |p| e M = |m|, isto significa que p = x”, m = xM e
s = Xn—P—]V[yyxn.
Apé6s bombearmos, teremos pm's = xxMixt=P=Myyyn — yn+tM@-Dyyyn  Esta

palavra sé ira pertencer a L se n+ M (i—1) = n, ou seja, se i = 1. Isto significa
que qualquer tentativa de bombeamento nao funciona, logo w nao pode ser
bombeada. Portanto, L. nao é regular.
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