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A férmula para o cdlculo do volume de um paralelepipedo ja é conhecida desde o Ensino Fundamental. Mas
talvez vocé ndo saiba explicar por que essa férmula vale. Esta atividade tem o objetivo de explorar o tema.

Para isso, o cubo de aresta 1 sera considerado como unidade e serd chamado de cubo unitdrio.

Como sabemos o paralelepipedo retangulo é determinado pelo conhecimento das medidas de suas trés dimensoes

a |

O volume V' de um paralelepipedo depende de suas dimensées, a, b e ¢. Assim, indicaremos V por V(a,b, ¢), ou

indicadas na figura por a, b e c.

seja, V(a,b,c) é o volume do paralelepipedo de dimensoes a, b e c.

Desta forma, o volume do cubo de aresta 1 é V(1,1,1) = 1 e o volume de um paralelepipedo retangulo de
lados a = 2, b =3 ec=5éV(2,3,5) = 30 pois cabem 30 cubos de aresta 1 no espago ocupado por esse

pararlelepipedo.

Afirmagao: Fixados trés nimeros reais positivos a, b e ¢. O volume do paralelepipedo retangulo de arestas a,

b e c é o produto abc.

Esta atividade vai justificar que V' (a, b, ¢) = abc para a, b e ¢ nliimeros racionais positivos. Ela propoe construgoes
que tratam a subdivisdo do cubo unitdrio, encaminhando para a nocao de “infinitamente pequeno”. Esse
raciocinio tem um papel essencial na matematica e é importante no desenvolvimento do pensamento humano

moderno. Comecemos com uma simples observagao:

Questao 1. Recomendamos o uso |[deste aplicativo| para o desenvolvimento da tarefa.

a) Seguindo o modelo da figura acima, desenhe um paralelepipedo retangulo cujas arestas sejam a =2, b =3

e ¢ = 4 e outro cujas arestas sejam a =2, b=4e c=3.
b) Obtenha uma relacao entre os volumes V(2,3,4) e V(2,4,3). Explique.
¢) Desenhe um paralelepipedo retangulo cujo volume seja V(2,4,9), mas com arestas diferentes de 2, 4 e 9.

d) Relacione os volumes V' (2,4,3) e V(2,4,9).

Fundagao CECIERJ Realizagao académica: UFF e UNIRIO Consércio CEDERJ


https://ggbm.at/yk8bqdvz
https://ggbm.at/yk8bqdvz

Geometria Espacial Solugao do EP Pégina 2 de |5|

Solugao:

a) Os paralelepipedos sao

b) Os paralelepipedos sao iguais, mas estao dispostos em posigoes diferentes, logo tém o mesmo volume:
V(2,3,4) =V(2,4,3).

¢) Como no paralelepipedo de arestas 2, 4 e 9 sdo utilizados 72 cubos unitédrios, serve qualquer fatoragao
de 72 como produto de 3 nimeros naturais. Como 72 = 23 - 32, sdo 12 as combinacoes possiveis a

menos de mudangas de posi¢ao do paralelepipedo (ordem dos fatores). Sao eles

1-1-72, 1-2-36, 1-3.24, 1-4-18, 1-6-12, 1-8-09,
2.2.18, 2-3-12, 2-4-9, 2.6-6,
3.3-8 ¢ 3-4-6.

Dentre esses exibimos aqueles que podem ser representados por meio do aplicativo. Todos os parale-

lepipedos tém o mesmo volume, 72 unidades de volume.

V(L,8,9)=
(1.8.9) V(2:4,9) =72 V(2,66)=72
2?2-?< V(3,3,8) =72 V(3.4,6) = 72

c=9
c=8

a=2 b=3 b4
a=1 a=2 a=3 a=3

d) Temos V(2,4,9) = 3V (2,4, 3) pois o paralelepipedo de lados 2, 4 e 9 pode ser obtido pela justaposigao
de trés paralelepipedos de lados 2, 4 e 3. Outra explicagao é que o paralelepipedo de lados 2, 4 e
9 contém 3 vezes no numero de cubos unitarios que o paralelepipedo de lados 2, 4 e 3, de fato, o
primeiro contém 72 cubos e o segundo contém 24 cubos.

Questao 2. Considere um paralelepipedo retdngulo de arestas z, y e z de volume 12, isto é, V(z,y, z) = 12.

Recomendamos o uso deste aplicativo| para o desenvolvimento desta tarefa.

a) Quanto valem V(2z,vy,2), V(z,3y,2) e V(z,y,42)? Justifique e faga uma figura para ilustrar cada uma
de suas respostas? E V(2z, 3y, 2)?

b) Encontre todos os valores inteiros para n; < ng < ng de modo que V(njz, nay, ngz) = 144.
¢) Seja n um nimero natural. Quanto valem V(nz,y, 2), V(z,ny, z), V(z,y,nz) e V(nz,ny,nz)?

d) Conclua que se a, b e ¢ sdo nimeros naturais, entao

V(a,b,c) = abcV (1,1,1) = abe.
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Solucao: Representemos o paralelepipedo de lados a, b e ¢ e volume 12 por

ir'
O

a) V(2a,b,c¢) = 24 pois como dobramos uma dimensao e mantivemos fixas as outras duas, o parale-
lepipedo resultante tem o volume igual a dois paralelepipedos iguais ao primeiro, mas dispostos como

na figura.

’

V(a, 3b,¢) = 36 pois como triplicamos uma das arestas e mantivemos fixas as outras duas, o parale-
lepipedo resultante tem o volume de trés paralelepipedos iguais ao primeiro, mas dispostos como na

figura.

!

V(a,b,4c) = 48 pois como quadruplicamos uma das dimensoes e mantivemos fixas as outras duas, o
paralelepipedo resultante tem o volume de quatro paralelepipedos iguais ao primeiro, mas dispostos

como na figura.

V(2a,3b,c) = T2 pois seu volume equivale ao de 6 paralelepipedos iguais ao primeiro, de volume 12,

justapostos como na figura a seguir.

(]
a1
(=2

b) Para que V(nia,n2b,n3c) = 144 é necessario que ninans = 12, logo os valores sao

ny n2 N3

1 1 12
1 2 6
1 3 4
2 2 3

¢) Os valores de V(na, b, c), V(a,nb,c), V(a,b,nc) sdo iguais a 12n pois cada um dos paralelepipedos cor-
responde a uma justaposicao de n paralelepipedos iguais ao paralelepipedo considerado inicialmente.
O valor de V (na,nb,nc) é 12n® pois o volume de um paralelepipedo de lados na, nb, nc corresponde
ao volume de um paralelepipedo construido a partir da justaposicao de n cépias do paralelepipedo
original em cada uma das 3 dimensdes, portanto, seu volume corresponde ao de n? paralelepipedos

iniciais.
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d) Se a € N, entdao V(a,b,¢) = V(a-1,b,¢) = aV(1,b,¢) pelo item anterior. Como b € N, temos
V(1,b,c) = V(1,b-1,¢) = bV (1,1,¢). Analogamente, V(1,1,¢) = ¢V (1,1,1). Juntando todas essas
informacoes obtemos que V(a,b,c) = aV(1,b,¢) = ab(V(1,1,¢) = abcV(1,1,1) = abc para a, b e ¢

numeros naturais.

Questao 3. Caso a, b e ¢ sejam nimeros racionais.

[mH:m  Recomendamos que seja usado este aplicativo| para nos itens a) e b).

Desenhe o paralelepipedo retangulo de arestas 1, 1 e 1/2. Relacione V(1,1,1/2) e V(1,1,1). Faca o mesmo
para os paralelepipedos de arestas 1, 1 e 1/4 e de arestas 1, 1/2 e 1/2.

Calcule os volumes a seguir. Explique as suas solugoes.

i)V (1,1,3) () V(L,1,43) (i) V(L,L,2) @(v)V(L,L3) V(L,13)

Explique com suas palavras a igualdade

para quaisquer m/n com m e n naturais.

Recomendamos que seja usado este aplicativo para nos itens a seguir.

Calcule os volumes a seguir. Explique as suas solugoes e faga figuras para ilustrar a resposta.

OHV(A31) @HVELY @V VEn) MV V(T E)
Explique a igualdade

SN

V(ﬂ{?ﬂ) _
g n qan

para quaisquer nimeros naturais p, ¢, m e n (sugestao: lembre-se que ja verificamos que V (1,1, m/n) =

m/n).

De modo similar vocé pode explicar que

para

quaisquer r, s, p, ¢, m e n naturais.

Solugao:

a) V(1,1,1/2) = %V(l, 1,1) pois empilharmos dois paralelepipedos de dimensoes 1, 1 e 1/2 obteremos

um paralelepipedo de arestas 1, 1 e 1, veja a figura.

Um paralelepipedo de dimensoes 1, 1 e 1/4 pode ser obtido pela divisao de um outro de dimensoes 1,
1 e 1/2 em dois paralelepipedos iguais, logo V' (1,1,1/4) = %V(l, 1,1/2) = i‘/(l7 1,1).
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Um paralelepipedo de dimensoes 1, 1/2 e 1/2 pode ser obtido pela divisdo do paralelepipedo de
dimensoes 1, 1, 1/2 em dois paralelepipedos iguais, logo V(1,1/2,1/2) = %V(l, 1,1/2) = %V(l, 1,1).

b) (i) V(1,1,1/2) = 1/2 pois V(1,1,1) = 1, conforme justificado no item a).

(ii) V(1,1,1/7) = 1/7 pois o paralelepipedo de dimensdes 1, 1 e 1/7 é o que obtemos quando

dividimos o cubo unitario em 7 parte iguais como na figura a seguir.

(iii) V(1,1,3/7) = 3/7 pois o paralelepipedo de dimensoes 1, 1 e 3/7 é o que obtemos ao empilharmos
3 cépias do paralelepipedo de dimensoes 1, 1, 1/7.

(iv) V(1,1,4/3) = 4/3 pois se dividirmos o cubo unitdrio em trés partes iguais na sua altura
(dimensao que estamos considerando relacionada & terceira coordenada), obteremos 3 para-
lelepipedos de volume 1/3. Empilhando 4 paralelepipedos iguais a este tltimo obtemos um

paralelepipedo de dimensdes 1, 1 e 4/3 e seu volume é 4 vezes o volume do anterior, isto é, 4/3.
(v) V(1,1,11/17) = 11/17 com justificativa andloga as anteriores.

¢) Divida um cubo unitdrio em n partes iguais por meio de cortes na dimensao correspondente & altura
(como na notagao utilizada). Cada um destes paralelepipedos terd volume igual & 1/n. Tome m cépias
deste 1ultimo paralelepipedo e empilhe todas elas de modo a formar um paralelepipedo de dimensoes
1, 1 e m/n. Este paralelepipedo tem o volume de m cépias de um paralelepipedo de volume 1/n, logo

seu volume é m/n.

d) Como observado anteriormente quaisquer que sejam a, b e ¢, temos V' (a,b,c) = V(b,a,c) = V(b,c,a),

etc. Pois os paralelepipedos sao congruentes entre si.
(i) V(1,1/2,1) =V (1,1,1/2) = 1/2 conforme ja justificado no item anterior.
(ii) V(3/7,1,1) =V (1,1,3/7) = 3/7 conforme j4 justificado no item anterior.
(iii) V(1,1/5,1/3) = 1/15 pois ja sabemos que V(1,1,1/3) = 1/3 do item anterior e o paralelepipedo

de dimensoes 1, 1/5 e 1/3 pode ser obtido pela divisao deste tltimo em 5 partes iguais na
segunda dimensao. Logo seu volume sera um quinto do volume do anterior, isto é, um quinto
de um terco: 1/15.

(iv) V(1/2,1/2,1/2) = 1/8 pois j& vimos que V(1,1/2,1/2) = 1/4 no item a) e o cubo de lado 1/2,
isto é, paralelepipedo de dimensoes 1/2, 1/2 e 1/2, é uma metade do paralelepipedo de dimensoes
1,1/2 e 1/2. Logo V(1/2.1/2,1/2) é metade de 1/4, ou seja, 1/8.

Os itens (v) e (vi) sdo justificados de modo andlogo aos anteriores.

e) J4 justificamos que V(1,1,m/n) = m/n no item c¢). Um paralelepipedo P, de dimensdes 1, p/q e
m/n, pode ser obtido do paralelepipedo P’, de dimensdes 1, 1 e m/n, a partir da divisdo da segunda

dimensao em ¢ partes iguais e considerando o paralelepipedo formado por p dessas partes. Cada uma

das ¢ partes de P’ tem volume %%, como estamos considerando p destas partes iguais para formar

P, seu volume é V(1,p/q,m/n) = pm/qn.

Fundagao CECIERJ Realizagao académica: UFF e UNIRIO Consércio CEDERJ



