A esfera

Aula 25 — A esfera

Objetivos
e Identificar a esfera e seus elementos.

e Estudar posicoes relativas entre esferas e entre planos e esferas.

Introducao

Sejam O um ponto e r um numero real positivo. Chamamos de esfera
de centro O e raio r ao conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao ponto

O ér (veja a figura 164).

Fig. 164: Esfera de centro O e raio r.

Também chamamos raio a todo segmento ligando O a um ponto da
esfera. Se A e B sao pontos da esfera tais que o segmento AB contém O,
dizemos que AB é um diametro e que A e B sao diametralmente opostos. A
regiao limitada pela esfera é o conjunto de pontos cuja distancia ao ponto O

¢ menor ou igual a r.

Secoes planas de uma esfera

Considere a intersecao de uma esfera de centro O e raio r com um
plano a cuja distancia ao centro da esfera seja um ntimero d menor que r e

considere um ponto A nessa intersecao. O plano « é dito secante a esfera.

Seja O o pé da perpendicular ao plano « tracada a partir de O e trace

>
os segmentos OO, OA e O'A (veja a figura 165). Como OO’ é perpendicular
aaeO'AC a, tem-se que o triangulo OO’ A é retangulo de hipotenusa OA.
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Fig. 165: Secao plana de uma esfera.

Pelo Teorema de Pitagoras temos
7?2 = m(OA)? = m(00")* + m(O'A)? = d* + m(O'A)?,

o que implica que

m(O'A) = Vr? — d2.

Assim, a distancia ao ponto O’ de todo ponto da intersecao entre a e a
esfera vale v/12 — d?, o que mostra que essa intersecao é o circulo contido em
a, de centro O’ e raio ' = v/r? — d?. Quanto menor for d, maior serd o valor
de 1. Se d = 0, ou seja, se o plano « passar pela origem, tem-se r’ = r, o
que significa que a intersecao da esfera com um plano que passa pelo centro
¢ um circulo de mesmo raio que a esfera. Chamamos tal circulo de circulo

maximo. Na figura 166, a intersecao de a com a esfera é um circulo maximo.

Z )

Fig. 166: Secoes de uma esfera.

Provamos assim a seguinte proposicao:

Proposicao 41

A intersecao de um plano com uma esfera é um circulo cujo centro é o pé da
perpendicular ao plano tragada a partir do centro da esfera. Se dois planos
equidistam do centro da esfera, as se¢oes planas que eles determinam sao

circulos de mesmo raio.
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Se A e B sao pontos diametralmente opostos de uma esfera, B é o ponto
da esfera mais distante de A, ou seja, para qualquer outro ponto C' tem-se
m(AB) > m(AC).

Para ver isso, basta observar que o triangulo ABC' é retangulo de hi-

potenusa AB (veja figura 167).

TN .
N

Fig. 167: B é o ponto mais distante de A.

Vimos anteriormente que, se um plano secciona uma esfera, ele o faz
segundo um circulo. Veremos agora uma outra possibilidade. Considere uma
esfera de centro O e raio r e tome um ponto A sobre ela. Chame de a o

plano que passa por A e é perpendicular a OA (veja figura 168).

Fig. 168: OAla.

<«
Para todo ponto B # A e pertencente a a, tem-se que OA é perpen-
. “— . > < , . R

dicular a AB, pois AB C a e OA é perpendicular a a. Logo, o triangulo
OAB é retangulo com angulo reto em A e, portanto, m(OB) > m(OA) = r.
Assim, qualquer ponto de « diferente do ponto A esta fora da esfera. Con-
seqiientemente, A é o Uinico ponto na intersecao de o com a esfera. Quando
ocorre de um plano intersectar uma esfera em apenas um ponto, dizemos que

esse plano é tangente a esfera.
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Provamos, entao, a seguinte proposicao:

Proposicao 42
Se um plano é perpendicular a um raio de uma esfera em sua extremidade,

entao ele é tangente a esfera.

Analogamente ao que ocorre na tangéncia entre uma reta e um circulo,

a reciproca da proposicao anterior é também verdadeira:

Proposicao 43
Se um plano é tangente a uma esfera, entao ele é perpendicular ao raio com

extremidade no ponto de tangéncia.
Deixaremos a prova da proposigao anterior como exercicio (veja o exercicio

6 desta aula).

Ha uma terceira possibilidade para a posi¢ao relativa entre uma esfera
e um plano. Se a distancia entre o centro da esfera e o plano for maior que o
raio da esfera, entao eles nao se intersectam, e o plano é chamado de exterior.

Veja na figura 169 as posicoes relativas entre um plano e uma esfera.

iy
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Fig. 169: Posigdes relativas entre um plano e uma esfera: (a) plano secante, (b) plano tangente e (c¢) plano

exterior.
Posicoes relativas entre esferas

As posicoes relativas entre duas esferas sao bastante parecidas com as
posigoes relativas entre dois circulos. Duas esferas sao ditas disjuntas quando
nao tém nenhum ponto em comum. Quanto possuem exatamente um ponto
em comum, elas sao chamadas tangentes. Quando elas se intersectam em
mais de um ponto, sao chamadas secantes. No caso de esferas tangentes,
pode-se mostrar (veja exercicio 11) que a reta que liga os seus centros contém
o ponto de interse¢ao (chamado ponto de tangéncia). Na figura 170, temos
exemplos de esferas disjuntas ( (a) e (b) ), tangentes interiormente ( (c) ),

tangentes exteriormente ( (d)) e secantes ( (e) ).
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Fig. 170: Posigoes relativas entre duas esferas.

Vamos determinar, agora, a intersecdo entre esferas secantes (figura

170 (e)). Para isso, considere duas esferas Sy e Sy, centradas em O; e Oa,

respectivamente, e seja A um ponto nessa intersecao. Chame de « o plano
. N < . <

passando por A e perpendicular a reta 0105 e seja O = a N 0105. Vamos

estudar o caso em que O pertence ao interior do segmento 010, ( figura 171).

O estudo dos outros casos é analogo, e sera deixado como exercicio.

S2

Fig. 171: Esferas secantes.

Vamos mostrar inicialmente que S; N .S esta contido em . Com esse
objetivo, considere qualquer outro ponto B pertencente a S; N .Ss, e trace os
segmentos O1B, OyB, O1A, OsA, OB e OA. Temos O1A = OB (pois Ae B
pertencem a S7) e O A = Oy B(pois A e B pertencem a Sy). Como 010, é co-
mum aos triangulos 01 A0y e O1 BO,, segue de L.L.L. que O1 A0, = O BO..
Em conseqiiéncia, Aé\lOg = 36\102. Agora compare os triangulos AO;0O
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e BO,O. Temos O;A = OB ¢ Aé\lO = Bé\lO (provado anteriormente).
Como 010 é comum, segue de L.A.L. que AO;0 = BO;0. Conseqiiente-
mente, A@Ol = B@Ol e OB = OA. Como A@Ol é reto, pois OA C a e
mj_a, obtemos que B@Ol é reto e, portanto, B € . Como OB = OA,

tem-se que B pertence a esfera de centro O e raio OA.

Concluimos que S N Sy esta contido em « e na esfera de centro O e
raio OA. Como ja sabemos que a intersecao entre um plano e uma esfera
é um circulo, segue que S; N Sy estd contido no circulo de centro O e raio
OA contido no plano «. Deixamos como exercicio a prova de que todo ponto

desse circulo pertence a S; N .S;. Esta provada a seguinte proposicao:

Proposicao 44
A intersecao entre duas esferas secantes é um circulo. O centro desse circulo

pertence a reta que contém os centros das esferas.

Resumo

Nesta aula vocé aprendeu...

e A definicao de esfera.
e Que as secOes planas de uma esfera sao circulos.

e Que a intersecao entre duas esferas secantes é um circulo.

Exercicios

1. Um plano, distando 12 ¢m do centro de uma esfera, secciona essa esfera,

segundo um circulo de raio igual a 5c¢m. Determine o raio da esfera.

2. Duas esferas se cortam segundo um circulo de raio r. Se os raios das

esferas valem R; e Ry, determine a distancia entre os centros das esferas.

3. Uma esfera de raio r é seccionada por um plano o de modo que a secao
plana determinada tem area igual a metade da area da secao plana
determinada por um plano que passa pelo centro da esfera. Determine

a distancia do centro da esfera ao plano a.

4. Os raios de duas esferas concéntricas valem 29cm e 21 em. Calcule
a area da secao feita na esfera maior por um plano tangente a esfera

menor.
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10.

11.

12.

13.

Considere uma esfera de raio r e um ponto P distando 2r do centro da
esfera. Determine o conjunto dos pontos da esfera cuja distancia a P é

igual a 2r.

. Se um plano é tangente a uma esfera, prove que ele é perpendicular ao

raio com extremidade no ponto de tangeéncia.

Um cone reto com raio da base medindo 6 cm estd contido em uma

esfera de 8 cm de raio. Determine a maior altura que o cone pode ter.

Determine o raio da maior esfera que cabe dentro de um cone reto de

altura 12 cm e raio da base igual a 5cm.

Dados dois pontos distintos A e B, prove que é uma esfera o conjunto

dos pés das perpendiculares tracadas de A aos planos que passam por
B.

(FUVEST-2001) No jogo de bocha, disputado em um terreno plano, o
objetivo é conseguir lancar uma bola de raio 8 o mais proximo possivel
de uma bola menor de raio 4. Em um lancamente, um jogador con-
seguiu fazer com que as duas bolas ficassem encostadas. A distancia

entre os pontos A e B em que as bolas tocam o chao é:
a) 8 b) 6v/2 c) 8v/2 d) 4v/3 e) 6v/3

Sejam S; e Sy duas esferas tangentes (interior ou exteriormente) em
um ponto 1. Se O; e Oy sao os centros de S; e S, respectivamente,
prove que O, Oy e T sao colineares. Conclua que o plano tangente a

S1 em T coincide com o plano tangente a Sy em 7.

Sejam « um plano e r uma reta perpendicular a a. Seja Q =rNa e
tome um ponto P # () em r. Prove que um ponto A pertence a « se e

somente se o angulo P@A é reto.

(UFF-1994) Considere duas retas perpendiculars r e s e um segmento
de reta M N contido em r. Pode-se afirmar, quanto a existéncia de

esferas de centros na reta s que passam por M e N que:

a) existem duas unicas.

o

existem no maximo trés.

@)

o

)

)

) existe uma infinidade.
) nao existe nenhuma.
)

e) se existir uma, existirda uma infinidade.
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