A pirdmide

Aula 23 — A piramide

Objetivos
e Identificar e classificar piramides.

e Conhecer propriedades de piramides.

Introducao

Continuando o nosso estudo dos principais sélidos geométricos, veremos

nesta aula a definicao de piramide, seus elementos e suas partes.

Considere um poligono convexo P = A; A, ... A, contido em um plano
«, e um ponto A fora de o. Para todo ponto X pertencente a P ou ao seu

interior, trace o segmento AX. A figura formada pela uniao dos segmentos

AX é chamada de piramide (veja na figura 135 um caso particular em que

&

P é um hexagono).
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Fig. 135: Piramide hexagonal.

O ponto A é o wértice da piramide e o poligono P, unido com o seu
interior, é a base da piramide. Os segmentos AA;, AA,, ..., AA, sdo chama-
dos arestas laterais e os triangulos AA1 Ay, AA3As, ..., AA, A, unidos com
seus interiores, sao as faces laterais. A distancia do vértice A ao plano da
base é chamada altura da piramide. Se a base tem trés lados, a piramide é
chamada triangular; se tem quatro lados, quadrangular, e assim por diante.

A piramide triangular também recebe o nome de tetraedro.
Uma piramide é chamada regular se sua base é um poligono regular e
se o0 pé da perpendicular baixada do vértice ao plano da base coincide com o

centro da base.
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Ao ouvirmos a palavra
piramide, logo nos vem a
mente a imagem das trés
enormes construcoes
localizadas no planalto de
Gizé, as quais formam,
provavelmente, o mais
decantado grupo de
monumentos em todo o
mundo. Entretanto, os
arquedlogos ja encontraram
mais de 80 piramides
espalhadas por todo o Egito.
Qual era sua finalidade e,
principalmente, como foram
construidas, sdo duas das
mais intrigantes perguntas
de toda a histéria da
humanidade e que, talvez,
nunca venham a ser
respondidas ou, por outro
lado, talvez venham a ter
centenas de respostas
conflitantes, conforme o
ponto de vista de cada um
de nés.
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Falando de outra forma, uma piramide é regular se sua base é um
poligono regular e se sua altura for a medida do segmento que une o vértice
da piramide ao centro da base. Lembre-se de que o centro de um poligono
regular é o centro da circunferéncia inscrita (ou circunscrita). Para alguns

poligonos regulares, o centro é facilmente obtido.

Por exemplo, para triangulos, o centro é simplesmente o seu baricentro;
para hexdgonos, o centro é a intersecao entre duas das maiores diagonais,
como AsAs e A3Ag na figura 136 (a).

(a) (b)

Fig. 136: Piramides regulares e nao regulares.

As piramides (a) e (b) da figura 136 sao regulares, pois suas bases sao
poligonos regulares e a altura de cada uma delas é a medida do segmento
AO. A piramide (c) nao é regular, pois sua altura ¢ diferente da medida de
AO. Um tipo especial de piramide regular é o tetraedro reqular que é uma

piramide regular, de base triangular, com todas as arestas congruentes.

Para piramides regulares, vale a proposicao a seguir.

Proposicao 38
As faces laterais de uma piramide regular sao triangulos isésceles congruen-

tes.
Prova:

Considere uma piramide regular com vértice A, e cuja base é um
poligono (regular) P = A;A,... A,. Queremos mostrar que os triangulos
AA Ay, AASAs, ..., AA, Ay sdo isésceles e congruentes entre si. Para isso,
seja O o centro de P e chame de d o valor da distancia de O a cada um dos
vértices de P. Trace o segmento OA; (acompanhe na figura 137, que ilustra

o caso onde P é um hexdagono).




A pirdmide

Como a piramide é regular, sua altura h é a medida de AQO, e o triangulo

AA,0 é retangulo de hipotenusa AA;. Pelo Teorema de Pitdgoras,
m(AA;)? = m(AO)? + m(OA,)? = h? + &,

de onde se conclui que m(AA;) = vh% + d?. Da mesma forma, prova-se que
os segmentos AA,, AAs, ..., AA, também medem /h2 + d2. Dai se conclui
imediatamente que todas as faces laterais sao triangulos isosceles. As bases
desses triangulos sao os lados do poligono P. Como P é regular, conclui-se
que os triangulos AA Ay, AA3As, ..., AA,A; tém as mesmas medidas. Por

L.L.L., segue que sao todos congruentes entre si.

A Q.E.D.

Fig. 137: Piramide regular.

Segue dessa proposicao que os segmentos ligando os vértices de uma
piramide regular aos pontos médios dos lados da base sao todos congruentes.
Esses segmentos sao chamados de apétemas da piramide, e sao precisamente
as alturas relativas as bases de suas faces laterais (veja a figura 138). Também

chamamos de apétema a medida desses segmentos.

Fig. 138: AB; é apétema da piramide.
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Definicao 14
A area lateral de uma piramide é a soma das dreas de suas faces laterais. A

area total é a soma da area lateral com a area da base.

Vamos determinar a area lateral de uma piramide regular. Consi-
dere uma piramide regular cujo vértice é A e cuja base é um poligono
P =AA,... A,. Sabemos que a altura relativa a base de cada face lateral

é o apotema a da piramide. Logo

Area lateral = Area(AA;A,) + Arca(AAsAs) + ...+ Area(AA,A;)
1 1 1
= §m(A1A2)a + 5771(142143)0/ + ...+ ém(AnAl)a

1

== 5 [m(AlAQ) + m(AQAg) + ...+ m(AnAl)] a
1

= Ea(perimetro de P).

Provamos entao a seguinte proposicao:

Proposi¢cao 39
A drea lateral de uma piramide regular é a metade do produto do apdtema
pelo perimetro da base.

Considere agora uma piramide qualquer e suponha que a cortemos por
um plano o’ paralelo ao plano « da base. O plano o’ divide a piramide em
dois pedacos. A parte que nao contém a base é de novo uma piramide, e ja
sabemos algumas coisas sobre ela. A parte que contém a base (veja a figura

139) recebe o nome de piramide truncada ou tronco de piramide.
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Fig. 139: Piramide e piramide truncada.

Em uma piramide truncada, as faces contidas nos planos paralelos sao
chamadas bases. As demais faces sao as faces laterais. Para a piramide
truncada A’B'C'D'E'ABCDE, mostrada na figura 139(b), as bases sao os
poligonos A’'B'C'D'E" e ABCDE. As faces laterais de uma piramide trun-

cada sao trapézios (justifique!).
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Uma piramide truncada obtida a partir de uma piramide regular é
chamada piramide truncada regular. As faces laterais de tal piramide sao
trapézios isésceles congruentes (veja exercicio 17 desta aula). As alturas

desses trapézios sao chamadas apdtemas da piramide truncada.

A area lateral de uma piramide truncada regular é dada pela proposicao

a seguir.

Proposicao 40
A érea lateral de uma piramide truncada regular é o produto do apétema
pela média aritmética dos perimetros das bases.

Para a piramide truncada regular, mostrada na figura 140, a pro-

/
posicao 40 diz que a sua area lateral é @, onde a ¢ o apétema e p e

p’ sdo os perimetros dos poligonos ABCDFEF e A’B'C'D'E'F’, respectiva-
mente. A prova da proposigao serd deixada como exercicio (veja exercicio 18

desta aula).

Fig. 140: a é apétema da piramide truncada regular.

Resumo

Nesta aula vocé aprendeu...

e A defini¢ao de piramide e de seus principais elementos.
e A calcular a area lateral de uma piramide regular.

e A calcular a area lateral de um tronco de piramide.
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Exercicios

. Determine a natureza de uma piramide, isto é, se a piramide é trian-

gular, quadrangular etc., sabendo que a soma dos angulos das faces é
2160°.

. Determine a altura de uma piramide regular, de base pentagonal, sa-

bendo que todas as suas arestas medem 10 cm.

. E possivel construir uma piramide regular, de base hexagonal, de modo

que todas as arestas tenham o mesmo comprimento?

. A figura 141 mostra uma piramide regular de altura igual a 2m e base

pentagonal de lado medindo 1 m. Determine a area do triangulo AFC.

A

D
C
Fig. 141: Exercicio 4.

. Determine a area total de um tetraedro regular de 1 m de aresta.
. Determine a altura de um tetraedro regular de 1 m de aresta.

. Determine a medida da aresta de um tetraedro regular, sabendo que,

aumentada em 4m, sua drea aumenta em 40v/3 m?.

. Em uma piramide regular de base triangular, a medida de seu apotema

¢ igual & medida do lado da base. Se sua drea total vale 10m?, deter-

mine sua altura.

. Determine a relagao entre a medida de uma aresta lateral e a medida de

uma aresta da base de uma piramide regular de base triangular, para

que a area lateral seja R da éarea total.
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10. Uma piramide regular de base triangular de lado medindo 10 cm tem
suas faces laterais formando um angulo de 60° com o plano da base.

Determine a altura da piramide.

11. Determine o angulo que as faces laterais de uma piramide regular de
base hexagonal formam com o plano da base, sabendo que as arestas

laterais medem 2v/5 em e que as arestas da base medem 4 cm.

12. Na figura 142, ABC'D é um tetraedro regular e M é o ponto médio de
AD.

C

Fig. 142: Exercicio 12.

(a) Prove que o plano que contém BC e M 6 perpendicular a AD.

(b) Se a aresta de ABC'D mede a, determine a distancia entre as
— —
aresta AD e BC.

13. (CESGRANRIO-1987) Seja VABC um tetraedro regular. O cosseno

do angulo a que a aresta V A faz com o plano ABC' é:
) b) ) DRI
a) — — c) — — e) —
2 3

14. (ESCOLA NAVAL-1988) Em uma piramide triangular VABC, a base
ABC' é um triangulo equildtero e as arestas VA, VB e VC formam
angulos retos. A tangente do angulo formado por uma face lateral e a

base ¢é igual a:
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15. (CESGRANRIO-1988) Em uma piramide VABCDEF regular hexa-
gonal, uma aresta lateral mede o dobro de uma aresta da base (veja a
figura 143).

B C

Fig. 143: Exercicio 15.

O angulo AV D formado por duas arestas laterais opostas mede:

a) 30° b) 45° c) 60° d) 75° e) 90°

16. (UFF-1997) Marque a opgao que indica quantos pares de retas reversas

sao formados pelas retas suportes das arestas de um tetraedro:

a) um par b) dois pares c) trés pares d) quatro pares

e) cinco pares

17. (CESGRANRIO-1980) Considere a piramide hexagonal regular de al-
tura h e lado da base medindo ¢ da figura 144. Trace o segmento G D
ligando D ao ponto G que divide VC' ao meio.

Fig. 144: Exercicio 17.

Se a ¢ o angulo agudo formado por GD e sua projecao na base da
piramide, entao tga ¢ igual a:

hv3 h hy/2 hv/3 hv/3
Do Py 9 D5 O
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18. (UFF-2000) No tetraedro regular representado na figura 145, R e S
sao, respectivamente, os pontos médios de NP e OM.
P
R
N M
Fig. 145: Exercicio 18.
RS
A razao 77:((]\/[]\/)) é igual a:
3 2
a) V3 b) g ¢) V2 d) % ¢) 3v/2
19. Prove que as faces laterais de uma piramide truncada regular sao trapézios
isosceles congruentes.
20. Prove a proposicao 40.
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